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В статье рассматривается задача оптимального размещения шаров различной раз-

мерности в контейнерах произвольных геометрических форм. Согласно международ-

ной классификации эта задача относится к классу SPP (Sphere Packing Problems). 

Она заключается в размещении набора шаров (кругов, гипершаров) заданных радиусов 

в контейнере с заданными метрическими характеристиками. Целью данной работы 

является создание единой методологии решения задач SPP. Приведены основные по-

становки задачи: в виде задачи о рюкзаке; задачи с переменным размером контейнера 

и соответствующие математические модели. На выбор стратегии решения влияют 

вид постановки задачи, размерность пространства, в котором размещаются шары, 

метрические особенности шаров (равные или неравные), их количество, геометриче-

ская форма контейнера, наличие технологических ограничений, ограничение на время 

счета. Структурными элементами методологии являются математические модели, 

способы построения начальных размещений, методы локальной и глобальной оптими-

зации. При разработке метода решения используется построение начальных допус-

тимых размещений случайным, решетчатым способами, с помощью жадного алго-

ритма и путем решения вспомогательной задачи нелинейного программирования. В 

качестве методов локальной оптимизации рассматриваются модификации метода 

возможных направлений, метод внутренней точки, метод множителей Лагранжа и 

метод оптимизации по группам переменных. Для глобальной оптимизации использу-

ются метод перебора подмножеств шаров из заданного набора, метод перебора 

крайних точек области допустимых решений, реализованные с помощью алгоритма 

ветвей и границ, модификации методов сужающихся окрестностей, метод плавного 

перехода из одного локального минимума в другой на основе увеличения размерности 

задачи путем введения дополнительных переменных метрических характеристик, 

метод решения, реализованный в виде последовательности задач нелинейного про-

граммирования возрастающей размерности, метод мультистарта. Предложены 

стратегии решения задачи SPP для различных ее постановок. 

Ключевые слова: шар, гипершар, упаковка шаров, задача о рюкзаке, задача с пе-

ременным размером, нелинейная оптимизация. 

Введение 

Задачи оптимального размещения геометрических объектов являются задачами геометриче-

ского проектирования [1]. Согласно международной классификации они относятся к классу задач 

раскроя и упаковки (C&P – cutting and packing) [2]. Одной из наиболее распространенных задач C&P 

является задача размещения шаров (SPP – sphere packing problem) различной размерности (2D – кру-

ги, 3D – шары, nD – гипершары). Она заключается в размещении шаров из набора с заданными ра-

диусами в заданном контейнере. При этом необходимо либо получить максимальный коэффициент 

заполнения контейнера, либо найти минимальный возможный размер контейнера. 

Задачи SPP имеют множество научных и практических применений, например, в текстильной, 

швейной, автомобильной, аэрокосмической и химической промышленности [3], в ядерной энергетике при 

моделировании процессов в ядерном реакторе [4], в аддитивном производстве для оптимизации геомет-

рической формы детали [5] и в медицине для планирования автоматизированного радиохирургического 

лечения [6]. Размещения гипершаров используются для моделирования геометрии кристаллических со-

стояний [7]. Также такие задачи возникают при численной оценке интегралов либо на поверхности сфе-

ры, либо внутри нее [8]. Основным приложением задач размещения гипершаров является теория кодиро-

вания, цифровая связь и хранение информации, например, CD, сотовые телефоны и Интернет [8, 9]. 

В зависимости от постановки задачи различают два основных класса задач SPP: задача о рюк-

заке (KP – knapsack problem) и задача с переменным размером контейнера (ODP – open dimension 

problem) [2]. Задача KP состоит в размещении шаров из заданного набора в контейнере заданных 

фиксированных размеров с максимальным коэффициентом заполнения. В задаче ODP все шары из 
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заданного набора необходимо разместить в контейнере, все размеры которого фиксированы, кроме 

одного, значение которого нужно минимизировать.  

Часть исследователей в своих работах [10–14] используют формулировку SPP в виде KP. При 

необходимости перейти к задаче ODP используется дихотомический поиск минимального размера 

контейнера, т.е. решается последовательность задач KP. При этом для поиска начальных точек ис-

пользуются достаточно эффективные эвристические жадные алгоритмы (ЖА) [10, 11, 13, 14]. 

В работе [15] задача SPP формулируется как ODP. В качестве минимального размера контейне-

ра используются радиус, длина, высота, периметр, площадь, объем, площадь поверхности. Предложена 

нелинейная математическая модель с дважды дифференцируемыми функциями, которая позволяет по-

лучить локальный минимум задачи. Начальные размещения шаров выбираются случайным образом. 

В [16, 17] для решения задачи SPP, сформулированной в виде KP, используется математическая 

модель, основанная на увеличении размерности задачи. Предполагается, что радиусы шаров временно 

становятся переменными и максимизируется сумма объемов (площадей в 2D). Оптимизационный про-

цесс продолжается до тех пор, пока радиусы шаров не достигнут своих исходных значений. 

Идея введения дополнительных переменных была использована и для задачи ODP для размещения 

неравных шаров [18, 19]. Дополнительные переменные улучшают распределение шаров в контейнере: там, 

где есть неиспользованное место, радиус шара может быть увеличен. Осуществляется переход из одной 

точки локального минимума в другую, с лучшим значением функции цели. При работе такого алгоритма 

важно найти связь между исходной и вспомогательной задачей с дополнительными переменными. 

При небольшом количестве шаров можно использовать методы полного перебора экстре-

мальных точек задачи и теоретически получить глобальный экстремум. Однако на практике это за-

трудняется сложностью решения систем нелинейных уравнений [20]. 

При увеличении количества размещаемых шаров размерность задачи растет пропорционально, 

а количество ограничений нелинейно. При большой размерности для решения задачи используются 

либо случайные размещения шаров [21], либо приближенные методы, основанные на декомпозиции 

задачи, например, с помощью метода оптимизации по группам переменных (МОГП) или ЖА [22, 23]. 

Таким образом, при различных постановках задачи размещения используются различные 

подходы и методы их решения. Однако до сих пор нет единой методологии решения таких задач. 

Поэтому целью этой работы является создание методологии решения задач размещения мно-

гомерных шаров. 

Математические модели задачи размещения многомерных шаров 

Очевидно, что в первую очередь на выбор стратегии решения влияет вид  постановки задачи. 

Рассмотрим постановки задач KP и ODP и их математические модели более подробно. 

Задача KP формулируется следующим образом. Пусть имеется контейнер dС R⊂  заданной 

геометрической формы с фиксированными размерами  и набор шаров },...,2,1{ ,)( NIiuS N
d

ii =∈⊂ R , 

с заданными радиусами, где iu  – вектор трансляции шара Ni IiS ∈ , , 2≥d
 
– размерность пространст-

ва. Задача заключается в размещении шаров из набора Nii IiuS ∈ ),(  (всех или части из них) без 

взаимных наложений в контейнере С  с максимальным коэффициентом заполнения.  

Предположим, что имеется K  размеров шаров из набора Nii IiuS ∈ ),(  с радиусами kr , 

},...,2,1{ KIk K =∈ . Обозначим количество шаров с радиусом kr , которые могут быть размещены 

внутри контейнера С  как kn , KIk ∈ , и сгенерируем кортеж ),....,,( 21 Knnnt = . В кортеже t  должен 

содержаться, по крайней мере, один ненулевой элемент kn , KIk ∈ . Обозначим множество всех 

возможных кортежей t  как T . Мощность множества T   

∏
=

+
K

k

kn
1

)1( . 

Сформируем подмножество t
S  шаров )( jj uS , },...,2,1{ nJj =∈  из набора Nii IiuS ∈ ),(  в 

соответствии с кортежем ),....,,( 21 Knnnt = , где  
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Подмножество t
S  с учетом трансляции обозначается }),({)( JjvEvS jj

t ∈= , где 

dn
nvvvv R∈= ),...,,( 21  – вектор параметров размещения ),( jj vS ,Jj ∈  ),...,,( 21 djjjj xxxv =

 
– вектор 

трансляции шара )( jj vS .  

Задача KP может быть сформулирована следующим образом. Найти подмножество шаров 

*)(vS
t , QIq ∈ , которое может полностью разместиться в контейнере С  с максимальным 

коэффициентом заполнения  

 ∑
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Решение задачи (1)–(2) может быть сведено к перебору элементов множества T , для которых 

может быть найдена точка Wv ∈ . Поиск точки Wv ∈  может быть выполнен с помощью решения 

следующей оптимизационной задачи нелинейного программирования, в которой радиусы шаров 

являются переменными: 

 ∑
∈

=κ=κ
Jj

jrrv max),( ***

 

при условии Mrv ∈),( , (3) 

где ),...,,( 21 nrrrr = ; 
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 . 

Задача (3)–(4) является многоэкстремальной. Функция цели линейная, поэтому экстремумы на-

ходятся в крайних точках области допустимых решений M  (ОДР). Функция ),( jijiij rrvv ,,Φ  является 

квадратичной формой. Вид функции ),( iii rvΦ  зависит от геометрической формы контейнера. 

Теперь рассмотрим задачу ODP. Набор шаров Nii IiuS ∈ ),( , необходимо разместить в контей-

нере С  с минимальным размером (площадь, объем, или метрическая характеристика).  

Математическая модель задачи ODP [16] представляется как 

 )(min* µ=µ f  при условии λ+⊂∈µ,= dN
WuY R
~

)( ,  (5) 

где µ  – переменная метрическая характеристика (вектор переменных метрических характеристик); λ  

– количество переменных метрических характеристик ( 1=λ  – в случае линейной характеристики, 

например, длина, высота и т.д., и 2≥λ , если размер контейнера задается несколькими метрическими 

характеристиками, например, площадь, площадь поверхности, объем); )(µf  – функция, определяю-

щая переменный размер контейнера С  ( µ=µ)(f  для 1=λ ); 
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Задача (5)–(6) является многоэкстремальной задачей нелинейного программирования. 

Методология решения задачи 

Методология решения оптимизационных задач размещения шаров основана на анализе 

постановки задачи, исходных данных и ограничений. Она включает в себя построение 

математических моделей, которые охватывают класс задач размещения шаров, исследование их 

особенностей и выработку стратегий решения поставленной задачи. Изучается структура, логические 

связи, предлагаемые методы и средства решения задачи. 

На выбор стратегии решения влияют следующие основные факторы: 

– вид постановки задачи (KP или ODP); 

– размерность пространства, в котором размещаются шары ( 2=d , 3=d  и 4≥d ); 

– метрические особенности шаров (равные или неравные); 

– количество размещаемых шаров; 

– геометрическая форма контейнера; 

– наличие технологических ограничений; 

– ограничение на время счета. 

В зависимости от особенностей постановки задачи и математической модели предлагается 

стратегия решения задачи, структурными элементами которой являются: способы построения 

допустимых размещений (начальных точек или приближенных решений), методы локальной 

оптимизации и методы глобальной оптимизации. 

Предлагается использовать следующие способы построения допустимых размещений: 

случайный, решетчатый, жадный алгоритм, вспомогательная задача нелинейного программирования. 

Случайный способ заключается в случайном выборе координат центров шаров и проверке 

допустимости размещения [16]. В решетчатом способе центры шаров совпадают с узлами решетки 

[16, 23, 26]. При использовании ЖА, который является модификацией МОГП, происходит 

декомпозиция задачи на подзадачи [27]. В качестве группы переменных выбираются координаты 

одного шара, а функция цели может быть выбрана эвристически. Для получения допустимого 

размещения может также использоваться вспомогательная задача нелинейного программирования 

или последовательность таких задач [26]. В некоторых случаях целесообразно применить 

комбинации этих способов [16, 26]. 

В качестве методов локальной оптимизации в зависимости от особенностей математической 

модели и количества размещаемых шаров следует использовать модификации метода возможных 

направлений (МВН) [16, 23, 26], метод внутренней точки (МВТ) [18, 19, 28, 29], метод множителей 

Лагранжа (ММЛ) [30], МОГП [30]. Во всех методах целесообразно применять стратегию активного 

набора ограничений [31], благодаря которой значительно сокращаются вычислительные затраты. 

МВН дает возможность свести решение задачи нелинейного программирования к 

последовательности задач линейного программирования. Для задач SPP учитывается специфика 

ограничений: часть из них может быть линейными, матрицы первых и вторых производных являются 

сильно разреженными. Данные особенности делают возможность применить специальные пакеты 

программ [32, 33] и решать задачи достаточно большой размерности (5000–10000) переменных. При 

этом более устойчиво такие программы работают для шаров меньшей размерности 3≤d .  

МВТ разработан для решения задач нелинейного программирования и эффективно работает 

для задач средней размерности (до 1000 переменных).  

ММЛ применяется для поиска локального экстремума в комбинации с методом спуска и 

основан на анализе множителей Лагранжа активных ограничений.  

В случае размещения большого количества шаров (при количестве переменных больше 10000) 

следует использовать МОГП, выбирая по 1000–10000 переменных в группе. Для получения быстрого 

результата при ограничении на время счета можно выполнить локальную оптимизацию размещения 
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каждого шара отдельно, выбрав группу из d  переменных, задающих координаты центра шара. Такой 

способ размещения называется еще методом последовательно-одиночного размещения [1] (sequential 

addition [22, 34]). 

Методы глобальной оптимизации представлены: методом перебора подмножеств шаров из 

заданного набора (МПШ), методом перебора крайних точек ОДР (МПКТ) на основании алгоритма 

ветвей и границ [20]; модификациями методов сужающихся окрестностей (МСО) [35, 36]; методом 

плавного перехода (МПП) из одного локального минимума в другой на основе увеличения 

размерности задачи путем введения дополнительных переменных метрических характеристик [18, 19, 

29], методом решения, реализующим последовательность задач нелинейного программирования 

возрастающей размерности (МРПЗ) [16, 26]. Также может быть использована комбинация указанных 

методов. Для всех перечисленных методов применим метод мультистарта (ММС), который позволяет 

расширить выбор возможных вариантов размещения. 

МПШ используется для решения задачи KP. Для получения решения осуществляется перебор 

различных вариантов выбора подмножества шаров из заданного набора, который реализуется в виде 

дерева [37]. Для сокращения количества рассматриваемых вершин дерева используются правила 

отсечения, с помощью которых отбрасываются неперспективные вершины на основе анализа нижней 

и верхней оценок функции цели.  

В МПКТ рещаются все подсистемы из системы ограничений, т.е. исследуются все поверхности, 

описывающие границу ОДР. Для этого используется схема метода ветвей и границ. В случае линейной 

функции цели решение находится в одной из крайних точек ОДР. Если в задаче все ограничения 

обратно-выпуклые (например, размещение гипершаров в гиперпараллелепипеде), то крайняя точка 

определяется системой уравнений, количество которых равно количеству переменных задачи. 

С помощью модификаций МСО осуществляется оптимизация функции цели на различных 

перестановках шаров и дереве решений на основе вероятностных свойств функции цели.  

Теперь рассмотрим основные постановки и стратегии решения задачи.  

Задача KP. В случае, если рассматривается задача, сформулированная в виде KP, то для 

каждого выбранного варианта необходимо решить задачу (3)–(4) с помощью МВН и МВТ. При 

небольшом количестве шаров и размерности шаров 3≤d  возможен и полный перебор крайних точек 

ОДР (МПКТ). Если количество шаров больше 10, то используется либо усеченное дерево решений, 

либо МРПЗ. При большом количестве шаров (больше 10000 переменных) используются различные 

модификации МОГП. 

Способ получения начального размещения зависит от размерности задачи, соотношения 

размеров шаров и контейнера и вида контейнера. Если решается задача размещения равных шаров, 

размер контейнера значительно больше размера шаров, а размерность задачи не больше четырех, то 

применяется решетчатый метод построения начального размещения. В других случаях используется 

либо случайный способ, либо специальный ЖА [26], например, при пошаговом процессе МРПЗ.  

Если контейнер имеет сложную геометрическую форму (например, при наличии большого 

количества зон запрета), то для получения начальной точки используется вспомогательная задача 

нелинейного программирования, решение которой позволяет восстановить допустимость из любой 

случайно выбранной точки, не принадлежащей контейнеру [26]. 

Наличие технологических ограничений, например ограничений на минимально и 

максимально допустимые расстояния, сужает область допустимых решений, а следовательно, и 

количество вариантов размещения. Обычно в этом случае не применяется решетчатый способ 

получения начальных размещений. 

Задача ODP. Для решения задач с переменным размером контейнера, сформулированных в 

виде (5)–(6), стратегия решения также зависит от числа размещаемых шаров и размерности задачи. 

Обычно в задачах ODP контейнер с зонами запрета не рассматривается. 

Если количество шаров не больше 10, а размерность шаров 3≤d , то используется МПКТ, 

реализованный в виде модификации алгоритма ветвей и границ [20]. Для решения систем уравнений 

используется метод Ньютона. В этом случае множество крайних точек включает в себя множество 

локальных экстремумов и нет необходимости применять метод локальной оптимизации.  
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При увеличении количества шаров или увеличении размерности пространства необходимо 

использовать методы локальной оптимизации (МВН, МВТ), МСО и МПП, которые хорошо работают 

для задач средней размерности (10–300) шаров. Для задач большой размерности в качестве метода 

локальной оптимизации применим только алгоритм с использованием МВН, состоящий в решении 

последовательности задач линейного программирования (5000–10000 переменных). Для получения 

приближенного решения задачи необходимо применять МОГП. Этот же метод может быть 

использован для получения приближенных решений. 

В качестве способа получения начальных размещений используется решетчатый (для 

одинаковых шаров) и ЖА (для разных шаров). 

Следует отметить, что задача KP может быть решена как задача ODP, в которой 

минимизируется коэффициент гомотетии контейнера. Такой переход целесообразен при решении 

задач размещения неравных шаров. Он позволяет применять МПП для решения задач KP. 

Выводы 

Предложена единая методология решения задач размещения многомерных шаров. 

Методология является развитием теории геометрического проектирования и может использоваться 

специалистами в этой области для выбора стратегии решения задачи. С помощью разработанной 

методологии имеется возможность решать задачи размещения шаров, сформулированные как KP, так 

и ODP. Методология ориентирована на современные разработки в области геометрического 

проектирования и на использование мощных пакетов программ для решения задач линейного и 

нелинейного программирования. 
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