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У статті розв’язана вісесиметрична динамічна задача з визначення напру-

женого стану в околі кругової тріщини в скінченному циліндрі. Нижня основа 

циліндра жорстко закріплена, а верхня навантажена тангенціальними на-

пруженнями, які залежать від часу. На відміну від традиційних аналітичних 

методів, що ґрунтуються на використанні інтегрального перетворення Лап-

ласа, запропонований метод полягає в різницевій апроксимації тільки похідної 

за часом. Для цього використовуються спеціальним чином підібрані нерівно-

віддалені вузли та спеціальне подання розв’язку в цих вузлах. Такий підхід до-

зволяє звести вихідну задачу до послідовності крайових задач для однорідного 

рівняння Гельмгольца. Кожна така задача розв’язується шляхом застосу-

вання скінченних інтегральних перетворень Фур'є і Ганкеля з подальшим їх 

оберненням. В результаті було отримано інтегральне подання для кутового 

переміщення через невідомий стрибок цього переміщення в площині тріщини. 

Відносно похідної цього стрибка з граничної умови на тріщині отримано ін-

тегральне рівняння, яке в результаті застосування інтегрального оператора 

Вебера-Соніна і ряду перетворень зведено до інтегрального рівняння Фредго-

льма другого роду відносно невідомої функції, пов'язаної зі стрибком. Набли-

жене розв’язання цього рівняння здійснено методом колокацій, причому інте-

грали наближали квадратурними формулами Гаусса-Лежандра. Знайдений 

числовий розв’язок дав можливість отримати наближену формулу для роз-

рахунку коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН). Користуючись цією 

формулою, провели дослідження впливу характеру навантаження і геомет-

ричних параметрів циліндра на почасову залежність цього коефіцієнта. Ана-

ліз результатів показав, що у всіх розглянутих видах навантаження макси-

мум значень КІН спостерігається під час перехідного процесу. Під час при-

кладення раптового постійного навантаження цей максимум у 2–2,5 рази 

перевищує статичне значення. У разі раптового гармонічного навантажен-

ня максимум КІН теж значно перевищує значення, яких він набуває за уста-

лених коливань, за відсутності резонансу. Збільшення висоти циліндра і зме-

ншення площі тріщини призводять до збільшення тривалості перехідного 

процесу і зменшення величини максимуму КІН. Той самий ефект спостеріга-

ється, коли площина тріщини наближається до нерухомого кінця циліндра. 

Ключові слова: коефіцієнт інтенсивності напружень (КІН), вісесиметрична 

динамічна задача, скінченні різниці за часом, скінченний циліндр, кругова 

тріщина, крутний момент. 

Вступ 

Велика кількість елементів машин і конструкцій мають циліндричну форму. Наявність в них 

дефектів, наприклад тріщин, суттєво знижує їхні експлуатаційні характеристики і може призвести до 

руйнування, особливо в умовах динамічного навантаження. Тому дослідження розподілу напружень в 

циліндричних тілах з тріщинами за динамічного навантаження є важливою задачею. 

Аналіз сучасної наукової літератури показує, що напружений стан скінченних і нескінченних 

циліндричних тіл з тріщинами під час статичного навантаження вивчений достатньо повно. Приклади 

розв’язання подібних задач наведені в роботах [1–6]. Під час розв’язання динамічних задач, в основно-

му, розглядались необмежені тіла з тріщинами, частіше за все круговими. Детальний аналіз результатів 

поданий у роботах [7, 8]. Щодо гармонічних коливань, то є ряд робіт, наприклад [9, 10], де кругові трі-

щини розглянуті у плитах та нескінченних циліндрах, а також [11, 12] у яких розглянуті кругова і кіль-

цева тріщини у скінченному циліндрі. 

Пропонується також для визначення коефіцієнтів інтенсивності напружень у циліндричних ті-

лах із зовнішніми кільцевими тріщинами використовувати змішані числово-експериментальні методи 

[13, 14]. Але цим методам, як і всім експериментальним, властиві недоліки, пов’язані з тим, що необ-

хідно проводити експерименти для кожного конкретного зразка. Це ускладнює дослідження впливу 

геометричних розмірів циліндра на значення КІН.  
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Складність теоретичних досліджень динамічних задач обумовлена необхідністю використання 

інтегрального перетворення Лапласа за часом з подальшим числовим оберненням. Проте ця задача не 

тільки математично складна але й некоректна. Останнім часом з’явилися роботи, у яких застосовано 

модифікований метод скінченних різниць за часом. За допомогою цього методу у даній роботі 

розв’язано задачу про визначення КІН в околі плоскої кругової тріщини у скінченному циліндрі за умо-

ви дії крутного навантаження. Дотепер така задача розглядалась лише у стаціонарній постановці [15], 

для гармонічного моменту [11] або для випадку циліндра з накладкою [16]. 

Постановка задачі 

Розглядається скінченний пружний циліндр з ізотропного матеріалу 

висотою a і радіусом r0 (рис. 1). З циліндром пов’язана циліндрична система 

координат, центр якої співпадає з центром нижньої основи, а вісь Oz з віссю 

циліндра. Нижня основа вважається нерухомою, а до верхньої основи у почат-

ковий момент часу t=0 прикладене дотичне навантаження ( )trpG ,⋅ . На висоті 

z=c, 0<c<a, паралельно торцям циліндра, міститься кругова тріщина радіуса 

b<r0, центр якої знаходиться на осі. Бічна поверхня циліндра і поверхня трі-

щини вважаються вільними від напружень. За цих умов циліндр перебуває у 

стані вісесиметричної деформації крутіння й відмінним від 0 буде тільки куто-

ве переміщення ),,( tzrw . 

Далі, для формулювання початково-крайової задачі, доцільно буде пе-

рейти до безрозмірних величин за формулами 
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де ρ, G – густина та модуль зсуву матеріалу циліндра. 

Тоді безрозмірне переміщення буде задовольняти рівняння 
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Рівняння (1) розглядається з нульовими початковими умовами. 

Сформулюємо граничні умови у відносних безрозмірних величинах. 

На торцях циліндра вони мають вигляд 
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де ( ) ( )020 ,, rtcrrpp =τη . 

На бічній поверхні циліндра повинна виконуватись рівність 

 [ )∞+∈τ≤ζ≤=τζτφ ,0,10,0),,1(r . (3) 

Для умов на тріщині маємо 

 [ ) ),(~),(,,0,0,0),,( 020 rcrrlz τχ=τηχ∞+∈τβ≤η≤=τητφ ,  (4) 

де β≥η≡τηχ ,0),( , а ),( trχ  – невідомий стрибок переміщень у площині тріщини. 

Для розв’язання сформульованої початково-граничної задачі (1)–(4) застосуємо метод, що 

ґрунтується на різницевій апроксимації похідних за часом, детально викладений у [17]. З цією метою 
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Введемо позначення w(η, ζ, τk)=wk(η, ζ) і скористаємось лівими різницевими похідними за ча-

сом. Тоді з початкових умов знаходимо w0(η, ζ)=0, а з рівняння (1) такі диференціальні рівняння: 
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Аналітичне розв’язання рівнянь (5) значно ускладнює те, що у правій частині знаходяться 

значення переміщень у двох попередніх моментах часу. Щоб уникнути цих труднощів, згідно з [17], 

запишемо кутове переміщення і напруження у вигляді лінійної комбінації нових функцій 

 ν

=ν

ννφ

=ν

νφνφ

=ν

νφν

=ν

ν ∑∑∑∑ =τ=ττ=τ= PCpCCUCw
k

kkz

k

kzkr

k

krk

k

kk

1111

,,, , (6) 

де Uν – нова невідома функція. 

У роботі [17] показано, якщо обрати коефіцієнти у формулах (6) згідно з формулами 
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то функції Uν задовольняють однорідні рівняння Гельмгольца 
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Граничні умови на поверхнях циліндра відносно цих функцій запишуться так: 
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Умови на тріщині набудуть вигляду 
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Зведення задачі до інтегрального рівняння і його розв’язання  

Розв’язок отриманої граничної задачі (7), (8),(9) позначимо у вигляді суми 

 ),(),(),( 10 ζη+ζη=ζη ννν UUU .  

Перший доданок є розв’язком задачі за відсутності тріщини та задовольняє умови на торцях і 

бічній поверхні та подається формулою 
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Другий доданок є розв’язком рівняння (7) і задовольняє нульові умови на торцях і бічній по-

верхні циліндра 
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а на поверхні тріщини є розривним зі стрибком (9) і задовольняє умови 
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ДИНАМІКА ТА МІЦНІСТЬ МАШИН 

ISSN 0131–2928. Проблеми машинобудування, 2018, Т. 21, № 4  

Розв’язок цієї крайової задачі побудовано методом інтегральних перетворень, аналогічно ро-

ботам [11, 16], і він має вигляд 
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Цей розв’язок містить невідому функцію χν(ξ). Якщо скористатись умовою на тріщині (10), то 

отримаємо рівняння відносно функції χν(ξ), яке після інтегрування частинами, набуде такого вигляду: 
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Для розв’язання рівняння (11) зводимо його до рівняння Фредгольма ІІ роду за відомою мето-

дикою [11, 16]. Для цього вводимо нову невідому функцію ϕν(τ) 
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і застосовуємо до обох частин рівняння (11) оператор 
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Внаслідок цих перетворень, введення позначень 
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і парного продовження функції gν(y) на проміжок [-1;1], рівняння (11) зведено до інтегрального рів-

няння Фредгольма ІІ роду 
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а B(y,s) і Q(Y) подаються рівномірно збіжними рядами і невласними інтегралами. 

Наближений розв’язок рівняння (12), як і в [11, 16], будемо шукати у вигляді інтерполяційно-

го полінома. Для отримання розв’язку рівняння (12) інтеграли у ньому наближаємо за квадратурною 

формулою Гаусса-Лежандра [18] і отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно зна-

чень невідомої функції у вузлах інтерполяції 
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Після розв’язання системи невідома функція апроксимується інтерполяційним поліномом  
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K==
′−

=≈ νν
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де Pn(y) – поліном Лежандра n-го степеня, а ym – корені цього полінома. 

Отриманий розв’язок дозволяє визначити напружений стан у будь-якій точці циліндра. 

Для критеріїв руйнування важливу роль відіграє коефіцієнт інтенсивності напружень, який 

визначається так: 

( ) ),,(~lim
~ 1

0
kz

br
k tcrbrtK φ

+→
τ⋅−= . 

Безрозмірне значення КІН після розв’язання системи (18) отримаємо за формулою 
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Результати числових досліджень 

За допомогою формул (14) проведено числове дослідження залежності КІН від безрозмірного 

часу τ=c2t/r0 для різних випадків навантаження. Вузли часової сітки були згущені біля точки τ=0.  

Функцію, що визначає навантаження торця циліндра в умові (2), подавали у вигляді добутку 

( ) ( )τ⋅η=τη fp , . 

Після дискретизації за формулами (6) отримали 

,νν ⋅η= fP  

де fν знаходиться з рекурентного співвідношення ( ) ν

=ν

ν∑=τ fCf
k

kk

1

. 

Результати розрахунків наведені на рис. 2 у вигляді графіків часових залежностей відносних 

КІН. Під час цих розрахунків вважали, що відносна висота циліндра γ=a/r0=2, відносний радіус трі-

щини β=b/r0=0,5 і тріщина розташована у серединній площині циліндра l=c/r0=0,5. Графіки на рис. 2 

побудовані для випадку дії раптово прикладеного крутного навантаження f(τ)=H(τ) (крива 1), випад-

ку задання крутного навантаження раптово прикладеним імпульсом одиничної довжини f(τ)=H(τ)–

H(τ–1) (крива 2), а також для випадку дії раптово прикладеного гармонічного крутного навантаження 

f(τ)=H(τ)⋅cos(3τ). 
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З огляду графіків на рис. 2 можна бачити, що в усіх розглянутих видах навантаження під час 

перехідного процесу спостерігається максимум значень КІН. Під час прикладення раптового постійно-

го навантаження цей максимум у 2–2,5 рази перевищує статичне значення КІН. У разі раптового гар-

монічного навантаження максимальне значення КІН теж значно перевищує значення, яких він набуває 

за усталених коливань, за відсутності резонансу. Отже, найбільш ймовірно, що руйнування циліндра 

відбудеться під час перехідного періоду. 

Також проведено числове дослідження впливу геометричних характеристик циліндра на поча-

сову залежність КІН. Розрахунки здійснювались для випадку раптово прикладеного крутного наванта-

ження (рис. 3–5). 
Криві з номерами 1–3 побудовані за значень відносної висоти циліндра γ=a/r0=: 1; 2; 4. Як вид-

но з рис. 3, збільшення відносної довжини циліндра призводить до зменшення значення КІН і змен-

шення часу перехідного процесу. 

На рис. 4 різним значенням відносної висоти розташування тріщини l=c/r0=: 0,25; 0,5; 0,75 від-

повідають криві з номерами 1–3. Аналіз цього рисунка показує, що під час наближення тріщини до на-

вантаженого торця циліндра спостерігається збільшення значень КІН. 

На рис. 5 значенням відносного радіуса тріщини β=b/r0=: 0,25; 0,5; 0,75 відповідають криві з 

номерами 1–3. Ці криві демонструють той факт, що у разі збільшення відносного радіуса тріщини від-

бувається збільшення значень КІН. 

 

Рис. 2. Часова залежність відносних КІН за різних 

видів навантаження 

 

Рис. 3. Вплив висоти циліндра на значення КІН 

 

Рис. 4. Вплив висоти розташування тріщини на 

значення КІН 

 

Рис. 5. Вплив відносного радіуса тріщини на 

значення КІН 
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Висновки  

У статті запропонована методика розв’язання задачі з визначення напружено-деформованого 

стану пружного скінченного циліндричного тіла з внутрішньою круговою тріщиною, яке знаходиться 

під дією крутного навантаження. Ця методика базується на різницевій апроксимації похідної за часом і 

використанні часової сітки зі спеціально підібраними вузлами. Числові результати демонструють ефек-

тивність такого підходу під час дослідження саме перехідних процесів, які відбуваються одразу після 

прикладення навантаження. Зауважимо, що наявність декількох тріщин не є принциповим для застосу-

вання запропонованого методу, але, безумовно, розв’язання такої задачі є технічно більш складним, 

оскільки доведеться розв’язувати вже систему інтегральних рівнянь. Вигляд граничних умов на повер-

хнях циліндра не обмежує можливості методу, оскільки цими умовами визначається тільки тип інтег-

ральних перетворень, які застосовуються.  

Слід також зазначити, що в рамках зазначеної постановки задачі тріщину не можна необмежено 

наближати до торців циліндра, оскільки у разі наближення до них збіжність інтегралів і рядів, які визна-

чають розв’язок і ядра інтегральних рівнянь, значно погіршується, а під час виходу на самі торці інтегра-

ли взагалі стають сингулярними. Отже, для цих граничних випадків потрібно розв’язувати окремі задачі. 

Також виникають певні проблеми у застосуванні цієї методики за великих значень часу, що 

пов’язано із накопиченням покрокової похибки. 

У всіх випадках знайдено значення безрозмірного хвильового числа, за якого значення КІН для 

тріщини досягають максимуму. У разі зростання кута β  між включенням і тріщиною значення КІН для 

включення, до певних значень частоти коливань, зменшуються. Для випадку, коли дефекти лежать на 

одній прямій, значення КІН для включення найменші. Видно, що за невеликих частот )2( 0 ≤κ , зі збі-

льшенням кута β , зростають і значення КІН для тріщини, а найбільші значення спостерігаються, коли 

кут прямує до o180 . В цілому, внаслідок складності хвильового поля, створеного відбиттям хвиль від 

дефектів, залежність КІН від частоти має істотні максимуми, на величину і положення яких впливає 

конфігурація дефекту. 
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