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В проектировании часто применяется численный анализ моделей изделий машино-

строения, основанных на уравнениях в частных производных.  Одним из наиболее 

используемых численных методов является метод конечных элементов, в котором 

непрерывная модель изделия заменяется дискретной моделью. В результате пер-

вым этапом моделирования становится построение дискретной модели формы 

изделия как конечного объединения простых фигур. При этом распределение эле-

ментов в дискретной модели формы изделия оказывает существенное влияние на 

точность численного анализа. Одним из наиболее универсальных подходов к компь-

ютерному моделированию форм изделий является функциональное представление. 

Данный подход основан на использовании неявных функций для определения множе-

ства точек, которое соответствует форме объекта. При этом неявные функции 

для сложных объектов могут быть построены конструктивно, используя комби-

нации более простых функций. Для этого могут быть применены предложенные в 

теории R-функций действительные функции, соответствующие логическим опера-

циям. Хотя функциональное представление позволяет проверить принадлежность 

точки множеству, но для него необходима разработка методов построения дис-

кретных моделей. В данной работе предложен метод для построения адаптивных 

дискретных моделей форм объектов, представленных функционально. В этом ме-

тоде используется оценка точности конечноэлементного анализа для определения 

областей сгущения узлов и элементов. В процессе сгущения задействуются шабло-

ны разбиения элементов, которые предложены для наиболее распространенных 

элементов (треугольников, четырехугольников, тетраэдров и шестигранников), с 

репроекцией на границу области граничных узлов. Показаны примеры построения 

адаптивных дискретных моделей при решении двух-и трехмерных задач исследова-

ния напряженно-деформированного состояния. 

Ключевые слова: дискретная модель, форма изделия, неявная функция, 

R-функция, метод конечных элементов. 

Введение 

Важной частью проектирования сложных технических объектов является исследование их экс-

плуатационных характеристик. В таких отраслях, как ракетостроение, судостроение, машиностроение, 

строительство и т. п., при проектировании возникает необходимость исследования напряженно-

деформированного состояния, прочности или устойчивости элементов конструкций. При этом, как прави-

ло, для моделирования используют системы дифференциальных уравнений в частных производных, кото-

рые не имеют аналитического решения. Один из наиболее распространенных численных методов – метод 

конечных элементов, основан на идее замены непрерывной модели ее дискретным аналогом. При этом 

форма изделия моделируется множеством простых фигур (например, тетраэдров или шестигранников). 

Первым этапом моделирования поведения некоторого изделия является задание его формы. При 

этом одним из наиболее универсальных – функциональный подход [1–3] к описанию моделей форм изделий. 

Он позволяет использовать неявные функции и логические операции над ними для определения форм слож-

ных объектов. Однако, в общем случае, неявность и сложность результирующих функций не позволяют на-

прямую генерировать дискретные модели. В результате актуальной является разработка методов построения 

дискретных моделей форм изделий, позволяющих исследовать их поведение с заданной точностью. 

Целью исследования является разработка метода построения адаптивных дискретных моделей 

форм изделий, которые представлены функционально. 

На сегодня предложены весьма эффективные методы построения дискретных моделей форм на 

базе треугольных [4], четырехугольных [5], тетраэдрических [6] и шестигранных элементов [7]. Они по-

зволяют аппроксимировать геометрические особенности изделий, но не учитывают точность моделиро-

вания поведения изделия. 

Для повышения точности моделирования используют адаптивные дискретные модели. Наиболее 

распространенные методы построения адаптивных дискретных моделей основаны на локальном увеличе-

нии числа узлов и элементов [8], поиске оптимальных координат узлов или аппроксимации на конечных 
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элементах функциями высоких порядков [9]. Поиск оптимальных координат узлов, как правило, само-

стоятельно не позволяет существенно повысить точность моделирования и используется совместно с дру-

гими методами. Увеличение числа узлов и элементов в областях наихудшей аппроксимации является 

наиболее распространенным. Однако при его применении возникает необходимость коррекции положе-

ний граничных узлов. Задействование аппроксимации решения на конечных элементах функциями высо-

ких порядков позволяет повысить точность моделирования, но существенно повышает алгоритмическую 

сложность и в некоторых случаях может приводить к плохой сходимости численного решения. 

1. Функциональный подход к моделированию форм изделий 

Основная идея функционального подхода состоит в использовании неявных функций для 

представления формы изделия. Например, функция 
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больше нуля в середине области, ограниченной окружностью радиуса r с центром в начале коорди-

нат, равна нулю на границе этой области и меньше нуля во внешних для нее точках. Более сложные 

формы можно описать при помощи R-функций [1–3], которые соответствуют логическим операциям. 

Их объединяют в системы, среди которых одной из наиболее распространенных является 
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где x и y – значения неявных функций, соответствующих формам областей (примитивам), участвую-

щим в соответствующей операции. Например, форма фланца (рис. 1) может быть задана функцией 
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2. Построение дискретных моделей форм изделий 

Пусть дана неявная функция F, соответствующая некоторой форме объекта, и для области, пол-

ностью включающей в себя этот объект, построена начальная дискретная модель B. При этом B состоит 

из элементов, форма которых соответствует требуемой. Для генерации дискретной модели можно вос-

пользоваться следующим алгоритмом. 

1. Из дискретной модели B удалить все узлы, в которых функция F меньше или равна нулю, а 

также инцидентные в этих узлах элементы. 

2. Для каждого граничного узла из дискретной модели B вычислить направление поиска границы 

как среднее арифметическое нормалей к смежным в нем граням (ребрам в двухмерном случае). 

3. Для каждого граничного узла из дискретной модели B вычислить проекцию на границу объекта 

как точку пересечения луча с вершиной в этом узле и направлением, совпадающем с найденной на пре-

дыдущем шаге нормалью. Проекции на границе, находящиеся на малом расстоянии от геометрических 

особенностей объекта, переместить в соответствующие точки. 

4. Для каждой граничной грани дискретной модели B сформировать приграничные элементы, ко-

торые разбивают плоскость или объем, образованные граничными вершинами и их проекциями. В двух-

мерном случае каждому граничному ребру будет соответствовать пара вершин на границе. Соответствен-

но, если B состоит из четырехугольников, то в модель добавляется один четырехугольник; если B состоит  
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Рис. 1. Чертеж фланца и распределение значений функции (1) 

 

     

а      б 

Рис. 2. Дискретные модели формы фланца на базе:  

а – треугольников; б – четырехугольников  

из треугольников, то добавляется пара треугольников проведением диагонали в четырехугольнике, 

образованном вершинами и их проекциями. В трехмерном случае, если B состоит из тетраэдров, то 

узлы граничных граней со своими проекциями будут образовывать треугольные призмы, которые 

проведением диагоналей разбиваются на три новых тетраэдра. Если B состоит из шестигранников, то 

каждой четырехугольной граничной грани будет соответствовать проекция из четырех точек на гра-

нице, которые совместно образуют новый шестигранник. 

5. Каждый внутренний узел переместить в центр масс фигуры, образованной соседними узлами. 

Применить специфичные для элементов локальные преобразования.  

Рассмотрим пример построения дискретной модели формы фланца на базе равномерной на-

чальной сетки, состоящей из 45×30 узлов (рис. 2). При использовании треугольников будет получена 

модель (рис. 2, а) и для четырехугольников – модель, изображенная на рис. 2, б. 

3. Построение адаптивных дискретных моделей форм изделий 

Полученные при помощи описанного выше ал-

горитма модели не учитывают точности аппроксима-

ции решаемой задачи. Для этого необходимо дискрет-

ную модель формы объекта сгущать в процессе конеч-

ноэлементного анализа. Так, в двухмерных моделях, 

основанных на треугольных элементах, каждый тре-

угольник можно разбить на четыре новых добавлением 

узлов в середины его сторон (рис. 3). Эта схема извест-

на под названием «зеленые треугольники» [10]. Она 

позволяет выполнять равномерное разбиение дискрет-

ных моделей на базе треугольных элементов. 

  

Рис. 3. Схема разбиения треугольных элементов 
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Рис. 4. Схема разбиения тетраэдрических элементов 

 

Рис. 5. Схема разбиения 

четырехугольных элементов 

Схема «зеленые треугольники» может быть обобщена на случай тетраэдров. Вставкой новых 

узлов в середины своих сторон тетраэдр может быть разбит на восемь элементов (рис. 4). Если у со-

седнего тетраэдра с разбиваемым есть общее ребро, то он разбивается на два элемента вставкой ново-

го узла в середину общего ребра. Если у соседнего тетраэдра с разбиваемым есть общая грань, то он 

разбивается на четыре элемента путем добавления новых узлов в середины ребер, которые принад-

лежат общей грани. Таким образом, для тетраэдров получается три шаблона разбиения. 

Для дискретных моделей на базе четырехугольных элементов можно использовать схему раз-

биения элемента на девять частей (рис. 5) [11]. При этом для соседних элементов будет достаточно 

двух шаблонов. Если у соседнего элемента есть общее ребро, то он разбивается на четыре части. Если 

элемент касается разбиваемых элементов двумя смежными ребрами, то он разбивается на пять час-

тей. В результате для четырехугольников получается три основных шаблона. 

В случае дискретных моделей на базе шестигранных элементов каждый шестигранник, подле-

жащий разбиению, делится на 27 частей (рис. 6) [11]. Если у некоторого элемента ребро участвует в 

разбиении, то он делится на пять частей. Если у элемента грань участвует в разбиении, то он делится на 

тринадцать частей. Если в разбиении участвуют три вершины, которые принадлежат одной грани, то 

элемент разбивается на шесть частей. Если в разбиении участвуют шесть вершин, которые принадле-

жат двум граням с общим ребром, то такой элемент делится на пять частей. В двух последних случаях 

получаются элементы, к которым рекурсивно нужно применить один из двух первых шаблонов. 

В результате для каждой формы элемента определены основные типы шаблонов. Всего их, с 

учетом вращения, для треугольников – 8, тетраэдров и четырехугольников – 16, шестигранников – 

256. Соответственно можно сформулировать следующий алгоритм. 

1. Для объекта, форма которого определена неявной функцией F, построить начальную дис-

кретную модель B. 

2. При помощи конечноэлементного анализа получить аппроксимацию искомой величины в 

узлах дискретной модели B. 

3. Если существуют элементы, для которых оценка точности, полученная при помощи функ-

ции error, больше заданной величины ε, то разбить эти и соседние элементы в соответствии с шабло-

нами. Перейти на шаг 2. Иначе – конец работы алгоритма. 

     
Рис. 6. Схема разбиения шестигранных элементов 
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Рис. 7. Сопоставление интенсивности напряжений фланца:  

а – треугольные конечные элементы; б – четырехугольные 

    

Рис. 8. Адаптивная дискретная модель фланца при использовании формулы (2) 

В качестве тестового примера рассмотрим задачу исследования напряженно-деформированного 

состояния фланца (рис. 7). В безразмерных величинах толщина принимается равной 20, модуль Юнга – 

200000, коэффициент Пуассона – 0,33. Считается, что фланец находится под действием силы, равномерно 

распределенной по отверстию радиуса 30, с интенсивностью 20, вектор которой совпадает с осью абс-

цисс. Оба отверстия радиуса 10 жестко защемлены. 

В результате конечноэлементного анализа плосконапряженного состояния фланца получено, что 

при использовании треугольных конечных элементов (линейные функции формы) перемещения в первом 

направлении (x) находятся в интервале [0; 0,0497], во втором направлении (y) – [-0,0168; 0,0168], напряже-

ния σxx – [-24,683; 128,299], σyy – [-67,017; 67,624], τxy – [-43,924; 46,691], интенсивность напряжений по Ми-

зесу σi – [1,558; 132,909] (рис. 7, а). При использовании четырехугольных элементов (билинейная функция 

формы) перемещения в первом направлении (x) находятся в интервале [0; 0,0503], во втором направлении 

(y) – [-0,0172; 0,0172], напряжения σxx – [-31,130; 141,285], σyy – [-77,568; 71,964], τxy – [-47,566; 47,151], ин-

тенсивность напряжений по Мизесу σi – [2,343; 141,520] (рис. 7, б). 

Распространенные техники определения областей для сгущения числа узлов и элементов исполь-

зуют различные оценки точности результата. Простейшим способом оценки точности (при неизвестном 

точном решении) является сопоставление изменения узловых значений со средним на элементе [12]. В та-

ком случае функция error, используемая в алгоритме адаптивного конечноэлементного анализа, примет вид 
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где e – элемент; |e| – число вершин в элементе; C – вектор узловых значений. 

При использовании формулы (2) в алгоритме построения адаптивной дискретной модели (ес-

ли C – длина вектора перемещений, ограничение на максимально допустимую погрешность на эле-

менте ε=0,4) в результате трех итераций для обеих форм конечных элементов сгущение будет около 

отверстий радиуса 10 (рис. 8). 
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В практике инженерного анализа возникает не только задача исследования напряженно-

деформированного состояния, но и прочности конструкций. В таком случае принципиальный интерес 

для исследователя представляют области с наибольшей интенсивностью напряжений. Соответствен-

но, сгущать дискретные модели необходимо в областях с наибольшим изменением интенсивности 

напряжений (или другого скаляра, интересующего исследователя). При ε=0,2, если C – интенсив-

ность напряжений по Мизесу σi, то для обеих форм конечных элементов сгущение будет в окрестно-

стях отверстия радиуса 30, где наибольшее относительное изменение σi (рис. 9). 

Для исследования напряженно-деформированного состояния фланца в трехмерной постанов-

ке можно использовать функцию 

( ) ( ) ( ).20,flange,,flange3 zzyx=zyx −∧∧  

В трехмерном случае при использовании моделей на базе и тетраэдров, и шестигранников 

(рис. 10) для адаптивного конечноэлементного анализа, если ограничение на максимально допусти-

мую погрешность на элементе ε=0,2, а C – интенсивность напряжений по Мизесу σi, то зоны сгуще-

ния будут аналогичны представленным выше двухмерным. 

    

а         б 

Рис. 9. Адаптивная дискретная модель фланца при использовании интенсивности напряжений для 

контроля точности 

  
Рис. 10. Адаптивная трехмерная дискретная модель фланца 

Обсуждение результатов работы 

Необходимо отметить, что разность численных значений в экстремальных значениях напряжений 

между обычным и адаптивным анализом составляет несколько процентов. Если сравнивать результаты 

для плосконапряженного состояния с результатами для трехмерных моделей, то получаем разность по-

рядка 10%, что объясняется используемыми упрощаемыми гипотезами для двухмерного случая. 

Результаты, полученные в данной работе, в отличие от [4–7] позволяют строить дискретные мо-

дели для форм изделий с учетом не только геометрических особенностей, но и точности аппроксимации 

интересующей исследователя величины. 
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Выводы 

Таким образом, основным научным результатом исследования является новый метод построения 

адаптивных дискретных моделей форм изделий, которые представлены функционально. Предложенный 

метод, в отличие от существующих, основан на анализе результатов метода конечных элементов, а не 

только геометрической информации. 

Алгоритм метода может быть использован для построения адаптивных дискретных моделей на 

базе элементов произвольной формы. В его основе лежит идея использования шаблонов для перестрое-

ния дискретных моделей геометрических объектов. 

Численная сходимость подтверждается сопоставлением результатов для моделей, основанных на 

элементах различной формы, с разным числом элементов, а также сравнением двухмерных и трехмерных 

случаев. 

Перспективы дальнейших исследований связаны с использованием методов машинного обучения 

для прогнозирования областей, в которых необходимо сгущать дискретные модели. 

Данная работа выполнена в рамках исследований по госбюджетной теме «Разработка математи-

ческого обеспечения для инженерного анализа объектов аэрокосмической техники на базе облачных тех-

нологий», 0117U007204. 
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