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Рассмотрена задача ползучести тел вращения сложной формы из функ-
ционально-градиентных материалов. Для вариационной постановки задачи 
используется функционал в форме Лагранжа, заданный на кинематически 
возможных скоростях перемещений. Разработан численно-аналитический 
метод решения нелинейной начально-краевой задачи ползучести, который 
базируется на совместном использовании методов R-функций, Ритца и 
Рунге-Кутта-Мерсона. К преимуществам предложенного метода можно 
отнести: точный учет геометрической информации о краевой задаче на 
аналитическом уровне, без какой-либо ее аппроксимации, представление 
приближенного решения задачи в аналитическом виде, автоматический 
выбор временного шага. Решены задачи ползучести полого цилиндра и тела 
вращения сложной формы – цилиндра с прямоугольным вырезом на на-
ружной поверхности, нагруженных постоянным внутренним давлением, 
выполненных из функционально-градиентного материала на основе алюми-
ния, армированного частицами карбида кремния SiC. Ползучесть материа-
ла описывается законом Нортона. Модуль Юнга и характеристики ползу-
чести зависят от объемной части армирующего материала.  Оба конца 
цилиндра свободны от внешней нагрузки и закреплены таким образом, что 
радиальные перемещения равны нулю. Построена соответствующая час-
тичная структура решения, удовлетворяющая граничным условиям для 
скоростей перемещений. Расчеты выполнены для цилиндров из двух раз-
личных композиционных материалов – материала с однородным распреде-
лением SiC-частиц и функционально-градиентного материала c перепадом 
объемного содержания армирующих частиц вдоль радиуса. При этом сре-
днее значение объемного содержания армирующих SiC-частиц в двух слу-
чаях было одинаковым. Исследовано влияние градиентных свойств мате-
риала и геометрической формы на напряженно-деформированное состоя-
ние при ползучести. Наличие на внешней поверхности цилиндра прямо-
угольного выреза приводит во всех случаях к увеличению перемещений и 
напряжений. При этом степень влияния геометрической формы на на-
пряженно-деформированное состояние при ползучести существенно зави-
сит от градиентных свойств материала. Для цилиндра с вырезом, выпол-
ненного из материала с однородным распределением SiC-частиц, наблюда-
ется значительный рост перемещений и напряжений после 100 часов пол-
зучести, по сравнению с прямым цилиндром. Для тел, выполненных из 
функционально-градиентного материала, влияние выреза на напряженно-
деформированное состояние менее выражено. 

Ключевые слова: функционально-градиентный материал, тело вращения, 
ползучесть, метод R-функций. 

Введение 

В качестве конструктивных элементов осесимметричные тела используются в энергетике, 
космической технике, химической промышленности и др. отраслях. Это сосуды под давлением (гид-
роцилиндры, трубы, котлы, топливные резервуары и т.д.), газовые турбины, аккумуляторные оболоч-
ки, цилиндры для аэрокосмической промышленности, ядерные реакторы, трубопроводы ядерных ре-
акторов. Они могут быть выполнены как из однородных, так и из композиционных материалов, к ко-
торым относятся функционально-градиентные материалы (ФГМ). Состав и структура ФГМ изменя-
ются по некоторому закону, что приводит к соответствующим изменениям механических и физиче-
ских свойств. Это позволяет использовать их в элементах конструкций, работающих в экстремальных 
условиях, при значительных термомеханических нагрузках. Теория и методы расчета ползучести 
элементов конструкций, в частности цилиндров и тел вращения из ФГМ, интенсивно развиваются. 
Чаще всего рассматривают тела канонической геометрической формы: прямые полые цилиндры, 
сферы, конусы [1–6]. При этом зачастую вводятся различные допущения, позволяющие упростить 
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исходную начально-краевую задачу ползучести и получить решение в аналитическом виде. Если тело 
вращения имеет сложную геометрическую форму, то аналитически решить задачу ползучести не уда-
ется. В этом случае для решения краевой задачи необходимо использовать численные методы, позво-
ляющие находить приближенное решение в областях сложной формы, например метод конечных 
элементов [7,8], метод R-функций [9,10], метод «погружения» [11,12] и др. В отличие от других ме-
тодов, метод R-функций позволяет точно учесть геометрическую информацию о краевой задаче и 
представить приближенное решение в виде формулы – структуры решения, которая точно удовле-
творяет всем (общая структура) или части (частичная) граничных условий. 

Целью статьи является разработка численно-аналитического метода решения задач ползуче-
сти осесимметрично нагруженных функционально-градиентных тел вращения сложной формы, а 
также изучение влияния градиентных свойств материала и геометрической формы на напряженно-
деформированное состояние тел вращения в условиях ползучести. 

Постановка задачи. Метод решения. 

Рассмотрим осесимметрично нагруженное тело вращения из ФГМ с произвольной формой 
меридианного сечения в цилиндрической системе координат zOrϕ . Ось Oz  совпадает с осью враще-
ния. Упругие характеристики и характеристики ползучести монотонно изменяются в радиальном на-

правлении. Компоненты тензора скоростей полных деформаций ( )tzrkl ,,ε&  представим в виде суммы 

скоростей упругих деформаций ( )tzre
kl ,,ε&  и деформаций ползучести ( )tzrpkl ,,&  

rr
e
rrrr p&&& +ε=ε ; zz

e
zzzz p&&& +ε=ε ; ϕϕϕϕϕϕ +ε=ε pe

&&& ; rz
e
rzrz p&&& +ε=ε . 

Здесь и далее точка над символами означает полную производную по времени t. 
Основные неизвестные задачи ползучести в произвольной точке тела в моменты времени 

0>t  можно найти из решения задачи Коши по времени для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )



























====

−γ=
σ

−−ε+ελ+−ελ=
σ

−−ε+ελ+−ελ=
σ

−−ε+ελ+−ελ=
σ

+=
ε

=
γ

=
ε

=
ε

=
ε

==

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕϕϕ
ϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

−ϕϕ

.;;;

;2

;

;

;

;2;;;

;;

1

1

1

,,
1

,,

rz
rz

zz
zz

rr
rr

rzrz
rz

zzrrzzrr

rrrrzzzz
zz

zzzzrrrr
rr

rzzr
rzrz

rzz
zz

rr
rr

z
z

r
r

p
dt

dp
p

td

pd
p

td

pd
p

td

pd

prG
td

d

pprpr
td

d

pprpr
td

d

pprpr
d

d

uu
td

d

td

d
ru

td

d
u

td

d
u

td

d

u
td

ud
u

td

ud

&&&&

&&

&&&&&&

&&&&&&

&&&&&&

&&&&&

&&

t

   (1) 

Здесь ( )tzrur ,, , ( )tzruz ,,  – перемещения вдоль осей Îr  и Îz  соответственно; rzzzrr εεεε ϕϕ,,,  – ком-

поненты тензора полных деформаций; rzzzrr pppp ,,, ϕϕ  – компоненты тензора деформаций ползуче-

сти; rzzzrr σσσσ ϕϕ,,,  – компоненты тензора напряжений; ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )rr

rrE
r

ν+ν−

ν
=λ

121
; ( ) ( ) ( )rGrr 21 +λ=λ ; 

( ) ( )
( )( )r

rE
rG

ν+
=

12
, где ( ) ( )rrE ν,  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала.  
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В начальный момент времени деформации ползучести 02 ==== ϕϕ rzzzrr pppp . Начальные 

условия для остальных неизвестных функций находятся из решения задачи упругого деформирования. 
Правые части уравнений системы (1) зависят от вида определяющих соотношений для скоро-

стей деформаций ползучести. Предположим, что ползучесть материала может быть описана с помо-
щью закона Нортона [5]. В этом случае определяющие соотношения ползучести будут иметь вид 
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где 2222 3 rzzzrrzzrrzzrri σ+σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σ ϕϕϕϕϕϕ  – интенсивность напряжений; 

ϕϕσ+σ+σ= zzrrI1 ; ( ) ( )rnrA ,  – характеристики ползучести ФГМ.  

Начальную задачу для системы уравнений (1) будем решать методом Рунґе-Кутта-Мерсона 
(РКМ) с автоматическим выбором шага по времени. Правые части уравнений (1) в моменты времени, 
соответствующие схеме РКМ, находятся с помощью решения вариационной задачи для функционала 
в форме Лагранжа [13] 
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Здесь U&  – вектор кинематически возможных скоростей перемещений: ( ) ( )( )tzrutzru zr ,,,,, &&& =U ; Ω  – 

меридианное сечение тела; pΩ∂  – часть контура Ω∂ , где приложены внешние силы; τPPn
&& , – скоро-

сти нормальной и касательной составляющих внешних сил; n, τ – внешняя нормаль и касательная к 
контуру Ω∂ ; zzrrn nunuu &&& += , zrrz nunuu &&& =

τ

; zr nn ,  – направляющие косинусы нормали n. Скоро-
сти «фиктивных» сил, обусловленных деформациями ползучести, вычисляются по формулам  
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Скорости деформаций ползучести в функционале (3) полагают известными и поэтому они не 
варьируются. 

Вариационные задачи для функционала (3) будем решать методом Ритца в сочетании с методом 
R-функций [9,10].  

К преимуществам предложенного метода можно отнести: точ-
ный учет геометрической информации о краевой задаче на аналитиче-
ском уровне, без какой-либо ее аппроксимации; представление прибли-
женного решения задачи в аналитическом виде; точное удовлетворение 
граничных условий; автоматический выбор временного шага. 

Численные исследования 

Рассмотрим ползучесть прямого полого цилиндра и тела враще-
ния сложной формы (цилиндр с прямоугольным вырезом на наружной 
поверхности), образованного вращением плоской фигуры вокруг оси 
Oz  (рис. 1), выполненных из ФГМ на основе алюминия, армированного 
частицами карбида кремния SiC. Цилиндр и тело вращения нагружены 
внутренним давлением интенсивности Pin=50 МПа. Геометрические 
размеры: a=0,01 м, b=0,02 м, c=0,018, d=0,02 м, длина l=0,1 м. 

 

Рис. 1. Плоская область, 

образующая тело вращения 
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Содержание керамических SiC-частиц линейно изменяется вдоль радиуса, а объемная доля 
керамики (%) при заданном радиусе подчиняется закону [14] 

( ) ( )minmaxmax VV
ab

ar
VrV −









−

−
−= , 

где maxV  и minV  – максимальное и минимальное содержание армирующих SiC-частиц на внутренней и на-
ружной поверхностях соответственно. 

Модуль Юнга [МПа] ФГМ зависит от объемной части армирующего материала и приблизительно 
подчиняется линейному закону [15] 

E(r)=6,9·104+1,33·103V(r). 
Коэффициент Пуассона ν=0,3. 

Характеристики ползучести ФГМ зависят от ( )rV  и изменяются вдоль радиальной координа-
ты следующим образом [16]: 

( ) ( )
φ









=

0
0 V

rV
ÀrA , ( ) ( )

φ−









=

0
0 V

rV
nrn , 

где -1n13
0 ÷ÌÏà10972,9 0−−⋅=À ; 75,30 =n ; 7,0=φ ; 0V  – среднее объемное содержание керамики в 

цилиндре. 
Оба конца цилиндра 2lz ±=  свободны от внешней нагрузки и закреплены таким образом, 

что радиальные перемещения ru  равны нулю. В этом случае граничные условия задачи ползучести 
будут иметь вид 

0=ru& , 0=σzz&  при 2lz ±= ; 

0=−=σ inrr P&& , 0=σzr&  для ar = ;  

0=σ=σ τ&& n  для точек внешней поверхности. 

Здесь τσσ ,n  – нормальное и касательное напряжения: 22 2 zzzzrrzrrrn nnnn σ+σ+σ=σ , 

( ) ( )22
zrrzzrrrzz nnnn −σ+σ−σ=στ

& . 
Соответствующая частичная структура, удовлетворяющая граничным условиям для скоро-

стей перемещений, может быть записана так: 

 11Φω=ru& , 2Φ= zuz& , (4) 

где 1Φ , 2Φ  – неопределенные компоненты структуры решения; 0
4

1 2
2

1 ≥









−=ω z

l

l
 – полоса Ω1, заклю-

ченная между линиями 2lz −=  и 2lz =  ( 01 =ω , 1,1 −=ω n  на границе ∂Ω1, 01 >ω  внутри полосы). 

При численной реализации неопределенные компоненты 1Φ , 2Φ  представляются в виде ко-

нечных рядов  
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n
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N
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где ( )( )tCn
1 , ( )( )tCn

2  – неопределенные коэффициенты, которые на каждом временном шаге находятся 
методом Ритца; t – некоторый фиксированный момент временной дискретизации схемы РКМ или 

дискретизации по времени для выдачи результатов расчета; ( ){ }1
nf , ( ){ }2

nf  – системы линейно незави-
симых функций, в качестве которых используются бикубические сплайны Шенберга. Системы 
сплайнов строятся на регулярной сетке zr KK × , где rK , zK  – количество отрезков дискретизации 

вдоль осей Or  и Oz  соответственно.  
Уравнение границы области, показанной на рис. 1, может быть записано в виде  
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 ( ) ( ) ( ) 0, 4030201 =ω∨ω∧ω∧ω=ω zr .  (5) 

Здесь 4321 ,,, ωωωω  – опорные области, формирующие область Ω, 
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−=ω ; 0∧ , 0∧  обозначают R-конъюнкцию и R-дизъюнкцию [9, 10]:  

2
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2
121201 ffffff +−+=∧ ,  2

2
2

121201 ffffff +++=∨ . 

Поскольку структура решения (4) удовлетворяет только кинематическим граничным услови-
ям, функция ( )zr,ω=ω , описывающая геометрию области, в нее не входит. Уравнение (5) использо-
валось при пространственной дискретизации задачи, для нахождения координат узлов сетки интегри-
рования. Параметры пространственной дискретизации: 20=rK , 02z =K  для цилиндра с вырезом и 

01=rK , 02z =K  для прямого цилиндра. Заданная погрешность вычислений в методе РКМ .10 3−=ε  

Расчеты были выполнены для цилиндров из двух раз-
личных композиционных материалов (таблица): материал с од-
нородным распределением SiC-частиц (I), функционально-
градиентный материал (II) c перепадом объемного содержания 
армирующих частиц вдоль радиуса. Среднее значение объем-
ного содержания SiC-частиц во всех случаях одинаково. 

Содержание армирующих частиц  
в материале 

Материал Vmax, % V0, % Vmin, % 
I 20 20 20 
II 30 20 12  

Некоторые результаты расчетов представлены на рис. 2–6. Сплошными линиями показаны 
результаты расчетов для прямого цилиндра, а штриховыми – для цилиндра с вырезом. На рис. 2, 3 
показан рост радиальных перемещений в центре на внутренней поверхности цилиндров, где они яв-
ляются максимальными. 

  

Рис. 2. Рост радиальных перемещений в центре  
на внутренней поверхности цилиндров  

с однородным распределением армирующих частиц 

Рис. 3. Рост радиальных перемещений в центре  
на внутренней поверхности цилиндров из ФГМ 

Рис. 4–6 иллюстрируют изменение во времени окружных напряжений в центре на внутренней 
и внешней поверхностях цилиндров. 

В процессе ползучести происходит рост перемещений и перераспределение напряжений. Ок-
ружные напряжения в начальный момент времени максимальны на внутренней поверхности. Затем, 
вследствие ползучести, в цилиндре с однородным распределением армирующего материала на внут-
ренней поверхности происходит релаксация напряжений (рис. 4), а на внешней – рост напряжений 
(рис. 6, кривая 1). Для функционально-градиентных цилиндров наблюдается обратная картина: на 
внутренней поверхности напряжения возрастают (рис. 5), а на внешней поверхности происходит ре-
лаксация (рис. 6, кривая 2). 



DYNAMICS AND STRENGTH OF MACHINES 

ISSN 0131–2928. Journal of Mechanical Engineering, 2020, vol. 23, no. 1  

  

Рис. 4. Изменение во времени окружных напряжений в 

центре на внутренней поверхности цилиндров  
с однородным распределением армирующих частиц 

Рис. 5. Изменение во времени окружных напряжений 

в центре на внутренней поверхности цилиндров  
из ФГМ 

 
Наличие на внешней поверхности цилиндра 

прямоугольного выреза приводит во всех случаях к 
увеличению перемещений и напряжений (рис. 2–5). 
При этом степень влияния геометрической формы на 
НДС при ползучести существенно зависит от свойств 
материала. Из рис. 2, 5 видно, что для цилиндра с вы-
резом, выполненного из материала с однородным 
распределением SiC-частиц, наблюдается значитель-
ный рост перемещений (≈70%) и напряжений (≈32%) 
после 100 часов ползучести, по сравнению с прямым 
цилиндром. Для тел, выполненных из ФГМ, влияние 
выреза на НДС менее выражено (рис. 3, 5). Это объ-
ясняется тем, что была удалена та часть цилиндра, 
где содержание армирующих частиц минимально, а 
ползучесть наиболее интенсивна. 

Выводы 

Приведена постановка задачи ползучести тел 
вращения сложной формы из функционально-
градиентных материалов. Разработан численно- 

 

Рис. 6. Изменение во времени окружных 

напряжений в центре на внешней поверхности 

прямых цилиндров:  

1–цилиндр с однородным распределением 
армирующих частиц, 2– цилиндр из ФГМ 

аналитический метод решения нелинейной начально-краевой задачи ползучести, который базируется на 
использовании методов R-функций, Ритца и Рунге-Кутта-Мерсона. Решены задачи ползучести полого 
прямого цилиндра и тела вращения сложной формы – цилиндра с прямоугольным вырезом на наружной 
поверхности, нагруженных постоянным внутренним давлением, выполненных из ФГМ на основе алю-
миния, армированного частицами карбида кремния. Исследовано влияние градиентных свойств мате-
риала и геометрической формы на напряженно-деформированное состояние при ползучести. 
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Метод дослідження повзучості функціонально-градієнтних тіл складної форми  

С. М. Склепус 

Інститут проблем машинобудування ім. А. М. Підгорного НАН України,  
61046, Україна, м. Харків, вул. Пожарського, 2/10 

Розглянуто задачу повзучості тіл обертання складної форми із функціонально-градієнтних матеріалів. Для 
варіаційної постановки задачі використовується функціонал у формі Лагранжа, заданий на кінематично можливих 
швидкостях переміщень. Розроблено числово-аналітичний метод розв’язання нелінійної початково-крайової задачі 
повзучості, який базується на спільному застосуванні методів R-функцій, Рітца та Рунге-Кутта-Мерсона. До пере-
ваг запропонованого методу можна віднести: точне урахування геометричної інформації про крайову задачі на ана-
літичному рівні, без будь-якої її апроксимації, подання наближеного розв’язку задачі в аналітичному вигляді, авто-
матичний вибір часового кроку. Розв’язано задачі повзучості порожнистого циліндра і тіла обертання складної фо-
рми – циліндра з прямокутним вирізом на зовнішній поверхні, навантажених постійним внутрішнім тиском, викона-
них із функціонально-градієнтного матеріалу на основі алюмінію, армованого частинками карбіду кремнію SiC. Пов-
зучість матеріалу описується законом Нортона. Модуль Юнга і характеристики повзучості  залежать від об'ємної 
частини армуючого матеріалу. Обидва кінці циліндра вільні від зовнішнього навантаження і закріплені таким чином, 
що радіальні переміщення дорівнюють нулю. Побудована відповідна часткова структура розв’язку, що задовольняє 
граничні умови для швидкостей переміщень. Розрахунки виконані для циліндрів з двох різних композиційних матеріалів 
– матеріалу з однорідним розподілом SiC-частинок і функціонально-градієнтного матеріалу з перепадом об'ємного 
вмісту армуючих частинок уздовж радіуса. При цьому середнє значення об'ємного вмісту армуючих SiC-частинок в 
двох випадках було однаковим. Досліджено вплив градієнтних властивостей матеріалу і геометричної форми на на-
пружено-деформований стан при повзучості. Наявність на зовнішній поверхні циліндра прямокутного вирізу призво-
дить у всіх випадках до збільшення переміщень і напружень. При цьому ступінь впливу геометричної форми на на-
пружено-деформований стан при повзучості істотно залежить від градієнтних властивостей матеріалу. Для цилі-
ндра з вирізом, виконаного з матеріалу з однорідним розподілом SiC-частинок, спостерігається значне зростання 
переміщень і напружень після 100 годин повзучості, в порівнянні з прямим циліндром. Для тіл, виконаних із функціо-
нально-градієнтного матеріалу, вплив вирізу на напружено-деформований стан менш виражено. 

Ключові слова: функціонально-градієнтний матеріал, тіло обертання, повзучість, метод R-функцій. 


