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Изнашивание накладки и барабана тормозного механизма автомобиля происхо-

дит неравномерно, поэтому целесообразно уменьшать износ там, где он имеет 

наибольшее значение. Зная оптимальную микрогеометрию поверхности трения 

фрикционной пары, эту задачу возможно решить конструкторско-

технологическими методами на этапах проектирования и изготовления. В ра-

боте теоретически решается задача по нахождению микрогеометрии поверх-

ности трения, обеспечивающей равномерный износ фрикционной накладки. При-

нята модель шероховатой поверхности трения. Для решения поставленной за-

дачи оптимизации сначала рассматривается износоконтактная задача о вдав-

ливании накладки в поверхность тормозного барабана. Температурные функции, 

контактное давление, напряжения и перемещения в накладке и барабане ищут-

ся в виде разложений по малому параметру. Для упрощения члены, содержащие 

степени малого параметра выше первой, отбрасываются. Каждое приближе-

ние удовлетворяет системе дифференциальных уравнений плоской термоупру-

гости. Решение краевой задачи теории теплопроводности в каждом приближе-

нии находится методом разделения переменных. В каждом приближении для 

решения задачи термоупругости используются термоупругий потенциал пере-

мещений и метод степенных рядов. С помощью метода наименьших квадратов 

построена замкнутая система алгебраических уравнений, позволяющая полу-

чить решение задачи оптимального проектирования пары трения «барабан-

накладка» в зависимости от геометрических и механических характеристик 

тормозного барабана и накладки. Найденная микрогеометрия поверхности тре-

ния обеспечивает повышение износостойкости фрикционной накладки. 

Ключевые слова: фрикционная пара, накладка, барабан, равномерный износ, 

шероховатость, оптимальная микрогеометрия поверхности трения. 

Введение 

Безопасность, надежность и долговечность транспортных машин зависит от фрикционной па-

ры тормозного механизма «барабан-накладка». Расчету и рациональному проектированию узлов тре-

ния посвящены многочисленные работы, например [1–26] и др. Предотвратить изнашивание элемен-

тов фрикционной пары «барабан-накладка» в процессе эксплуатации транспортного средства невоз-

можно. Для увеличения ресурса работы фрикционной пары необходимы различные меры по сниже-

нию износа накладки и барабана [27–39]. В этой связи важное значение приобретает оптимальное 

проектирование элементов фрикционной пары тормозного механизма. 

Известно, что изнашивание накладки и барабана происходит неравномерно. Задача состоит в 

том, чтобы уменьшить износ там, где он имеет наибольшее значение. Изменяя микрогеометрию по-

верхности трения пары, эту проблему можно решать конструкторско-технологическими методами на 

этапе проектирования. Проблема выбора микрогеометрии поверхности трения, обеспечивающей рав-

номерный износ накладки и максимальную долговечность, расчетным методом до сих пор не решена. 

Цель настоящей статьи – разработка математической модели для фрикционной пары «барабан-

накладка», позволяющей рассчитать оптимальную микрогеометрию поверхности трения при задан-

ных режимах торможения грузового автомобиля. 

Постановка задачи 

Рассмотрим напряженно-деформированное состояние фрикционной накладки при торможе-

нии автомобиля. При повторно-кратковременном режиме торможения между контактирующими по-

верхностями накладки и барабана происходит взаимодействие, возникают силы трения, приводящие 

к изнашиванию материалов сопряжения. Для определения контактного давления необходимо рас-

смотреть износоконтактную задачу о вдавливании накладки в поверхность тормозного барабана. 

Пусть к внутренней поверхности барабана с механическими характеристиками G1 (модуль 

упругости) и µ1 (коэффициент Пуассона) прижимается накладка с характеристиками G и µ. При этом 

область контакта занимает всю ширину накладки и постоянна в процессе торможения. 

                                                      
 Э. С. Велизаде, 2020 
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Предполагаем, что выполняются условия плоской деформации. Отнесем накладку к полярной 

системе координат rθ, начало которой находится в центре концентрических окружностей L0 и L с ра-

диусами R0 и R соответственно. Представим неизвестную границу внешнего контура накладки L' в виде 

r=ρ(θ),      ρ(θ)=R+εH(θ),    ( )∑
∞

=

θ+θ=θ
0

00
sincos)(

k

kk kbkaH , 

где ε=Rmax/R – малый параметр; Rmax – наибольшая высота впадины (выступа) неровности профиля 

накладки; функция H(θ) подлежит определению. 

Аналогично, неизвестный заранее внутренний контур барабана близок круговому и может 

быть представлен в виде  

)()( 111 θε+′=θρ HR ,          ( )∑
∞

=

θ+θ=θ
0

11
1 sincos)(

k

kk kbkaH , 

в которой функцию H1(θ) также необходимо определить при решении задачи оптимизации. 

Требуется определить микрогеометрию поверхности трения (функции H(θ) и H1(θ)), при ко-

торой будет иметь место равномерный износ. Для нахождения профиля поверхности трения нужно 

постановку задачи дополнить критерием, позволяющим определить функции H(θ) и H1(θ). Для опре-

деления коэффициентов разложений искомых функций H(θ) и H1(θ) соответственно используем в ка-

честве критерия оптимизации принцип равного износа поверхности фрикционной накладки. 

Проведем теоретический анализ по определению микрогеометрии поверхности трения «бара-

бан-накладка», которая обеспечивала бы получение распределения износа, близкого к равномерному. 

Следовательно, выбором микрогеометрии поверхности трения добьемся снижения неравномерности 

износа накладки и барабана. 

Метод решения 

Для решения поставленной задачи оптимизации вначале рассматривается [40] износоконтакт-

ная задача о вдавливании накладки в поверхность барабана.  

Условие, связывающее перемещения накладки и барабана, имеет вид 

 v1+v2=δ(θ)     (θ≤θ0),  (1) 

где δ(θ) – осадка точек поверхности накладки и барабана, определяемая формой поверхности наклад-

ки и барабана, а также величиной прижимающей силы Р; 2θ0 – угол обхвата фрикционных накладок. 

В зоне контакта, кроме нормального давления p(θ, t), действует касательное усилие, связанное с кон-

тактным давлением по закону Амонтона-Кулона. 

Усилия трения τrθ(θ, t) способствуют тепловыделению в области контакта. Общее количество 

тепла в единицу времени пропорционально мощности сил трения. Количество тепла, выделяемое в 

единицу времени на единичной площади контакта с координатой θ, будет Q(θ, t)=Vfp(θ, t), где V – 

скорость движения автомобиля в момент торможения; f – коэффициент трения пары. 

Общее количество тепла Q(θ, t) будет расходоваться следующим образом: на поток тепла в 

накладку Q∗(θ, t) и на поток тепла на повышение температуры барабана Qb(θ, t). 

Для перемещений накладки и барабана имеем  

wre vvvv 1111 ++= ,       wre vvvv 2222 ++=  

Здесь ev1  – термоупругие перемещения точек контактной поверхности накладки; rv1  – пере-

мещения, вызванные смятием микровыступов поверхности накладки, wv1  – перемещения, вызванные 

изнашиванием поверхности накладки; ev2 , rv2 , wv2  – соответственно перемещения для тормозного 

барабана.  

Скорость изменения перемещений поверхности при износе накладки и барабана будет [41, 42] 

 ),()(
tpK

dt

dv kk θ= ,   (2) 

где K
(k)

 − коэффициент изнашивания материала (k=1 – для накладки и k=2 – для барабана). 
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Для определения ev1 , rv1  и ev2 , rv2  решаются задачи термоупругости для накладки и бараба-

на соответственно. Коэффициенты теплопроводности материала в осевом, окружном и радиальном 

направлениях приняты одинаковыми и независимыми от координат и температуры. Накладку моде-

лируем круговым (кривым) брусом с сечением, близким к узкому прямоугольнику (рисунок). 

Для накладки имеет место 

∆T=0, 

при r=ρ(θ)      ∗−=
∂
∂

λ Q
n

T
, 

T=Tc    при  r = R0, 

T=Tc    при  θ=0;       T=Tc    при  θ=2θ0, 

при r=ρ(θ)    )(θ−=σ pn ,     )(θ−=τ fpnt , 

при  r=R0     vr=0,    vθ=0. 

Здесь λ – коэффициент теплопроводно-

сти материала накладки; ∆ – оператор Лапласа; 

Т – температурная функция; Tс – температура 

окружающей среды; n, t – нормаль и касатель-

ная к наружной поверхности накладки; vr, vθ – 

радиальная и касательная составляющие векто-

ра перемещений точек L соответственно. 

 

Схема расчета оптимальной микрогеометрии  

внешней поверхности фрикционной накладки 

На прямолинейных концах накладки граничные условия принимаются в виде 

0

0

=σ∫ θ

R

R

dr ,       0

0

=τ∫ θ

R

R

r dr ,     0

0

=σ∫ θ

R

R

rdr     при  θ=±θ0, 

где σr, σθ, τrθ – компоненты тензора напряжений. 

Аналогично ставится задача термоупругости для определения перемещений ev2 , rv2  контакт-

ной поверхности барабана. Для определения wv1  и wv2  используется кинетическое уравнение изна-

шивания материала для накладки и барабана (2). 

Температурные функции, контактное давление, напряжения и перемещения в накладке и бара-

бане ищем в виде разложений по малому параметру ε, в которых для упрощения оставляем члены, со-

держащие степени ε не выше первой. Компоненты напряжений при r=ρ(θ) найдем, разлагая в ряд вы-

ражения для напряжений в окрестности r=R. С помощью метода возмущений для граничной задачи 

термоупругости получаем последовательность краевых задач для накладки с круговыми границами для 

внутренней и наружной поверхностей [43]. Каждое приближение удовлетворяет системе дифференци-

альных уравнений плоской термоупругости. Решение краевой задачи теории теплопроводности в каж-

дом приближении ищется методом разделения переменных. При решении задачи термоупругости в ка-

ждом приближении используется термоупругий потенциал перемещений и метод степенных рядов. 

На основе полученного решения задачи термоупругости и интегрирования кинетического урав-

нения (2) изнашивания материала накладки в нулевом приближении находим перемещения 0
1v  ее кон-

тактной поверхности. Таким же образом решается задача термоупругости для тормозного барабана. На 

основе полученного решения задачи термоупругости для барабана и кинетического уравнения изнашива-

ния материала тормозного барабана в нулевом приближении находится перемещение 0
2v  его контактной 

поверхности. Найденные величины 0
1v  и 0

2v  подставляются в основное контактное условие (1) в нулевом 

приближении. Проводя алгебраизацию основного контактного уравнения аналогично [27–28], получаем 

бесконечную алгебраическую систему относительно 0
kα  (k=0,1,2,…), 0

kβ  (k=1,2,…) и 1
kα , 1

kβ  и т.д. Полу-

ченные системы позволяют численными методами найти контактное давление в нулевом приближении.  
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Затем подобным образом строится решение износоконтактной задачи в первом приближении. По-

вторяя процедуру построения алгебраических систем для нахождения искомых коэффициентов, получаем 

бесконечную алгебраическую систему относительно 1
0,kα  (k=0,1,2,…), 1

0,kβ  (k=1,2,…) и 1
1,kα , 1

1,kβ  и т.д.  

В правые части бесконечных алгебраических систем входят коэффициенты 0
ka , 0

kb , 1
ka , 1

kb  раз-

ложения функций H(θ) и H1(θ). При известных функциях H(θ) и H1(θ) полученные системы дают воз-

можность найти контактное давление p(θ, t). Полученная алгебраическая система уравнений пока не 

является замкнутой. 

Пусть h  будет искомым значением износа материала поверхности трения накладки. Величи-

на h  изначально неизвестна и требует определения в процессе решения задачи оптимизации. С по-

мощью решения износоконтактной задачи о вдавливании накладки во внутреннюю поверхность тор-

мозного барабана для износа поверхности трения накладки находим 

[ ] [ ]








+
τ

θε+θ+τθε+θ=τθ ...
2

)()()()(),(
2

1
1

0
1

1
0

0
0

)1(
ppppKh . 

Формула для абразивного износа, которую можно записать в виде  

),,,,,,,(),( 111
0

000
0 kkkk baabaatFth θ=θ       (k=1, 2, …, m), 

показывает, что износ линейно зависит от искомых коэффициентов 0
ka , 0

kb , 1
ka , 1

kb  рядов Фурье 

функций H(θ) и H1(θ). Для построения недостающих алгебраических уравнений для нахождения ко-

эффициентов 0
ka , 0

kb , 1
ka , 1

kb  используем принцип наименьших квадратов.  

Износ h накладки является функцией независимой переменной θ и (4m+2) параметров 0
0a , 0

ka , 

0
kb , 1

0a , 1
ka , 1

kb . Время считается свободным параметром. Параметры 0
0a , 0

ka , 0
kb , 1

0a , 1
ka , 1

kb  постоян-

ны (в общем случае зависят от времени), но заранее неизвестны и подлежат определению. Для оты-

скания неизвестных параметров производим ряд вычислений. 

Разобьем отрезок [−θ0, θ0] изменения θ на M частей, где M>4m+2. 

θi= −θ0+i∆θ,     ∆θ=2θ0/M, 

 ),,,,,,,(),( 111
0

000
0 kkkkii baabaatFtp θ=θ    (i=1,2,…,M).   (3) 

Найдем такие значения неизвестных параметров, которые будут обеспечивать значениям 

функции абразивного износа (3) постоянное значение наилучшим образом 

hbaabaatF kkkki =θ ),,,,,,,( 111
0

000
0      (i=1,2,…,M). 

Наиболее вероятными значениями параметров будут такие, при которых сумма квадратов от-

клонений εi будет наименьшей 

 [ ] min),,,,,,,(
1

2111
0

000
0 →−θ=∑

=

M

i

kkkki hbaabaatFU .  (4) 

Для любого момента времени рассматриваем 0
0a , 0

ka , 0
kb , 1

0a , 1
ka , 1

kb  (k=1,2,…,m) как незави-

симые переменные. Приравнивая нулю частные производные от левой части (4) по этим переменным 

и h , получаем (4m+3) уравнений с (4m+3) неизвестными 

 0
0
0

=
∂
∂
a

U
,     0

0
=

∂
∂

ka

U
,     0

0
=

∂
∂

kb

U
     (k = 1,2,…,m),  (5) 

0
1
0

=
∂
∂
a

U
,     0

1
=

∂
∂

ka

U
,     0

1
=

∂
∂

kb

U
,     0=

∂
∂

h

U
. 

Составление и решение системы (5) значительно упрощается, так как функция 

),,,,,,,( 111
0

000
0 kkkki baabaatF θ  линейна относительно неизвестных параметров. Эта система уравнений 
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замыкает бесконечную алгебраическую систему износоконтактной задачи и должна совместно с ней 

решаться для фиксированных значений времени. 

Анализ результатов моделирования 

Совместное решение полученных систем уравнений позволяет найти приближенные значения 

коэффициентов 0
ka , 0

kb , 1
ka , 1

kb , h , αk, βk. Теплофизические и механические характеристики материа-

лов накладки и тормозного барабана, их геометрические размеры, скорость движения автомобиля 

являются свободными параметрами задачи. Для численной реализации предложенного метода были 

проведены расчеты применительно к тормозным механизмам грузовых автомобилей КамАз-5320. В 

качестве постоянных параметров были приняты: R=0,19 м; толщина накладки hн=0,016 м; ширина 

накладки bн=0,14 м; 1R′ =0,2 м; наружный радиус барабана í
R1 =0,25 м; f=0,35; коэффициент износо-

стойкости материала накладки K
(1)

=1,5�10
-6

 и барабана K
(2)

=2�10
-8

; E=6,9�10
3
 МПа; E1=1,8�10

5 
МПа; 

µ=0,4; µ1=0,3 для серого чугуна материала барабана. 

Были найдены значения параметров управления (коэффициенты 0
0a , 0

ka , 0
kb , 1

0a , 1
ka , 1

kb ) в за-

висимости от физико-механических характеристик пары трения для разных моментов времени. В 

разложении искомых функций H(θ) и H1(θ) ограничивались k=5 членами. Результаты расчета по оп-

ределению микрогеометрии контактной поверхности трения в начальный момент t=0 для различных 

скоростей движения автомобиля при торможении приведены в таблице. Строка 1 относится к шеро-

ховатости накладки. 

Значения коэффициентов Фурье для оптимальной шероховатости (мкм) 

Материал a0 a1 a2 a3 a4 a5 b1 b2 b3 b4 b5 

V=50 км/ч 

1 0,389 0,303 0,243 -0,185 0,086 0,042 0,411 0,278 0,115 -0,067 0,029 

2 0,260 0,182 -0,163 0,154 0,077 0,035 0,228 0,191 0,089 0,039 0,028 

V=80 км/ч 

1 0,456 0,393 -0,315 0,228 0,114 0,050 0,437 -0,278 0,185 0,096 0,044 

2 0,193 0,176 0,108 0,089 -0,071 0,042 0,245 0,206 0,114 -0,068 0,039 

При длительном торможении температурные напряжения приобретают важное значение для 

тормозного механизма автомобиля. Расчеты показывают, что при возрастании температуры износ 

накладки увеличивается.  

Заключение 

Практика эксплуатации фрикционных пар тормозного механизма «барабан-накладка» пока-

зывает, что на стадии проектирования новых конструкций тормозного механизма грузового автомо-

биля необходимо учитывать случаи, когда имеет место неравномерный износ. Знание коэффициентов 
0
ka , 0

kb , 1
ka , 1

kb  функций H(θ) и H1(θ) позволяет выбрать класс шероховатости обработанной наруж-

ной поверхности накладки и внутренней поверхности барабана, обеспечивающий повышение износо-

стойкости фрикционной пары тормозной системы грузового автомобиля. 
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Розв’язання задачі зниження зношення фрикційної накладки гальмівної системи автомобіля  

Е. С. Велізаде 

Азербайджанський технічний університет,  
AZ1073, Азербайджан, м. Баку, пр. Г. Джавіда, 25 

Зношування накладки і барабана гальмівного механізму автомобіля відбувається нерівномірно, тому до-

цільно зменшувати знос там, де він має найбільше значення. Знаючи оптимальну мікрогеометрію поверхні тертя 

фрикційної пари, цю задачу можна розв’язувати конструкторсько-технологічними методами на етапах проек-

тування і виготовлення. В роботі теоретично розв’язується задача зі знаходження мікрогеометрії поверхні те-

ртя, що забезпечує рівномірний знос фрикційної накладки. Прийнята модель шорсткої поверхні тертя. Для 

розв’язання поставленої задачі оптимізації спочатку розглядається зносоконтактна задача щодо вдавлювання 

накладки в поверхню гальмівного барабана. Температурні функції, контактний тиск, напруження і переміщення в 

накладці і барабані шукаються у вигляді розкладів по малому параметру. Для спрощення члени, що  мають сту-

пінь малого параметра вище першого, відкидаються. Кожне наближення задовольняє систему диференціальних 

рівнянь плоскої термопружності. Розв’язок крайової задачі теорії теплопровідності в кожному наближенні зна-

ходиться методом розділення змінних. У кожному наближенні для розв’язання задачі термопружності викорис-

товуються термопружний потенціал переміщень і метод степеневих рядів. За допомогою методу найменших 

квадратів побудована замкнута система алгебраїчних рівнянь, що дозволяє отримати розв’язок задачі оптима-

льного проектування пари тертя «барабан-накладка» в залежності від геометричних і механічних характерис-
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тик гальмівного барабана і накладки. Знайдена геометрія поверхні тертя забезпечує підвищення зносостійкості 

фрикційної накладки. 

Ключові слова: фрикційна пара, накладка, барабан, рівномірне зношування, шорсткість, оптимальна гео-

метрія поверхні тертя. 


