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Рассмотрен адаптивный подход к численному дифференцированию 

трудновычислимых функций. Сложные зависимости, являющиеся ре-

зультатом многократных суперпозиций функций или продуктом раз-

личных алгоритмических процессов, трудны для непосредственного 

исследования. Для установления характера поведения таких зависимо-

стей приходится прибегать к численному анализу. Одной из важных 

характеристик функций является производная, указывающая направ-

ление и быстроту изменения зависимости. Однако при трудновычис-

лимых функциях имеющейся априорно информации не всегда доста-

точно, чтобы известными средствами можно было бы достичь над-

лежащей точности решения. Потеря точности происходит за счёт 

накопления ошибок округления, растущих пропорционально количеству 

вычисленных значений функции. В этом случае приходится переходить 

к апостериорному подходу, чтобы определить поведение функции и 

отойти от схемы равноотстоящих узлов, опираясь на адаптивный 

способ изучения локальной обстановки в области определения функции. 

В статье реализован  адаптивный метод поиска производных функции 

при минимуме ограничительных требований к классу функций и формы 

их задания. Благодаря этому значительно уменьшились затраты на 

вычисление функции, в результате чего количество вычислений было 

доведено почти до оптимального уровня. При этом резко снизился объ-

ём используемой оперативной памяти. Отсутствует необходимость в 

предварительном анализе задачи по установлению класса исследуемой 

функции, в привлечении спецфункций или преобразовании начальных  

условий для использования стандартных таблиц весовых коэффициен-

тов и т.п. Для исследования достаточно задать непрерывную и огра-

ниченную функцию на фиксированном отрезке и минимальный шаг, 

косвенно отвечающий за обеспечение необходимой точности диффе-

ренцирования. Эффективность предложенного метода демонстриру-

ется на ряде тестовых примеров. Разработанный метод может быть 

использован в более сложных задачах, например, при решении некото-

рых типов дифференциальных и интегральных уравнений, а также для 

широкого ряда задач оптимизации в самых разнообразных областях 

прикладного анализа и синтеза. 

Ключевые слова: недифференцируемая функция, кусочно-линейное при-

ближение, адаптивный пошаговый  выбор узлов. 

Введение 

Перечень задач, приводящих к необходимости вычисления производной от функции, чрезвы-

чайно разнообразен и многочислен [1–4]. Фактически всегда для анализа характеристик процессов, а 

также оценок, связанных с точностью полученных решений, прибегают к использованию производных, 

устанавливающих скорость изменения того или иного признака, его экстремальные свойства и т.п.  

Класс функций, предлагаемый практикой, весьма широк, а сами функции зачастую трудно-

вычислимы [5–7]. Иногда они представлены сложными аналитическими структурами (например, 

многократными суперпозициями функций, результатами какого-либо эксперимента) или заданы ал-

горитмически. Поэтому приходится ориентироваться на такие численные методы, которые не предъ-

являют жестких требований к функции f(x), разве что требуют её непрерывности с конечным числом 

особенностей на отрезке [A, B]. 

Дифференцирование элементарных функций является достаточно простой операцией. В об-

щем случае погрешность приближенного получения производной m порядка f
 (m)

(x
*
) в точке x

*∈[A, B] 
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от заданной таблично функции y=f(x) (в узлах A≤x0<x1< ... <xn≤B известны значения функции 

y0, y1, ..., yn  может быть представлена в виде [8, 9]  

 )(
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при условии, что функция n+1 раз непрерывно дифференцируема в [A, B]. Здесь Pn(x) – интерполяци-

онный полином, удовлетворяющий условиям 
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Такая схема, основанная на интерполяционной формуле Лагранжа [8, 9], чаще всего предусмат-

ривает равноотстоящие узлы xi∈[A, B]. В результате предполагается некий одинаковый характер пове-

дения функции в отдельных подобластях отрезка [A, B], что может повлечь за собой потерю необходи-

мой точности вычисления производной f
 (m)

(x
*
). Простое увеличение числа n узлов xi не всегда решает 

эту проблему, т.к. близость функций f(xi) и Pn(xi) ещё не гарантирует близости их производных в ос-

тальных точках, тем более что при этом растёт погрешность из-за накопления ошибок от округлений. 

При больших n малые ошибки в значениях fi могут дать в результате большую погрешность [9–11]. 

Для приближённого дифференцирования широко применяются формулы, основанные на интер-

полянтах Грегори-Ньютона и Ньютона-Стирлинга [10]. Однако в первом случае часто приходится стал-

киваться со сравнительно большими коэффициентами при разделённых разностях, что влечёт за собой 

потерю точности, а во втором – имеет место погрешность, возникающая за счёт использования меньшего 

числа значащих цифр в конечных разностях, а следовательно, и в вычисленных значениях производных. 

Применяя какую-либо формулу приближённого дифференцирования, всегда вводят ряд пред-

положений и ограничений относительно свойств функции, например, отсутствие быстро колеблющихся 

составляющих, период которых не превосходит величины шага. Использование обычных формул диф-

ференцирования (Ньютон, Стирлинг и др.) предполагает определённую «правильность» в поведении 

конечных разностей при заданных равноотстоящих узлах сетки. Если же такая правильность нарушает-

ся, то каждый раз приходится проводить специальное исследование характера функции.  

Попытка выбора оптимального шага дифференцирования, поставленная как задача миними-

зации суммы погрешностей усечения и округления, решает вопрос, но только для конкретной функ-

ции [11, 12]. 

Поскольку при нелинейных трансцендентных функциях f(x) использование разделённых раз-

ностей для аппроксимации проблематично, то недостаток информации о характере функции пытают-

ся компенсировать простым увеличением числа узлов, что не всегда оправдано. Это особенно замет-

но в случае трудновычислимых функций [13]. 

Казалось бы, что более удобным здесь может стать приближение функций f(x) сплайнами [12]. 

Они обладают бόльшей локальной гибкостью. Даже при небольшой степени  n  полинома (три, пять) на 

выделенном небольшом подсегменте отрезка [A, B] сплайны показывают хорошие результаты. Но 

опять-таки вопрос предварительного разбиения узлами xi области [A, B] на подсегменты остается от-

крытым. Поэтому для трудновычислимых функций можно рассчитывать на получение производной 

только ограниченного уровня точности. Уменьшение погрешности вычисления производной при деле-

нии отрезка [A, B] на всё большее число подсегментов (n>5 сплайны) происходит довольно медленно. 

При этом сложность вычислений существенно возрастает за счёт появления большого количества ко-

эффициентов в используемых формулах. 

Целью предлагаемой работы является повышение эффективности приближенного дифферен-

цирования в условиях слабой информированности о характере поведения заведомо трудновычисли-

мой функции. 

Постановка задачи  

Основным источником погрешности при вычислении производных (особенно при трудновы-

числимых функциях) является, с одной стороны, количество n её вычислений, а с другой – неопреде-

лённость способа разделения отрезка [A, B] на подсегменты при заранее неизвестном характере пове-

дения функции y=f(x). Это обстоятельство заставляет отказаться от априорного назначения числа уз-
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лов n и обратиться к апостериорному их выбору на основе анализа возникающей поисковой ситуа-

ции. Такой выбор точек для функции, заданной на интервале большой протяжённости, выдвигает же-

сткие требования к построению вычислительного процесса. Он должен обеспечить качественное от-

слеживание изменения характера поведения функции на всем исследуемом интервале.  

Стремление к наиболее экономному и простому способу аппроксимации исходной функции f(x), 

заданной дискретным набором ее значений, приводит к применению сплайнов первого порядка, т.е. к 

кусочно-линейной аппроксимации g(x) (рис. 1). Это порождает нежелательные изломы функции g(x). 

Однако производную в точке с (см. рис. 1) можно приближенно представить кусочно-разностным её  

аналогом, используя, например, метод взвешенных на-

клонов [14]. Точность аппроксимаций производной 

)(xf ′  в точке c разностями «слева» ∆ca, и «справа» 

∆bc(∆uv=(f(u)–f(v))/(u–v)) пропорциональна удалённости 

точек a и b от c. Поэтому, положив 

∆c=[(b–c) ∆ca+(c–a) ∆bc]/(b–a), 

приходим к методу взвешенных наклонов  

 ∆c=∆ca+∆bc–∆ba.     (2) 

 

Рис. 1. Схема приближения g(x) к f(x) 

В этом случае производная в точке c функции f(x) заменяется средневзвешенным приближени-

ем, когда в роли весов выступают соответствующие отношения длин дуг 
∩∩

baca /  и 
∩∩

babc / . Огрубляя 

приближение производной, можно заменить длины дуг 
∩

bc  и 
∩

ca  длиной стягивающих их хорд bc  и ca , 

т.е. положить  

bccac
cabc

ca

cabc

bc
∆

+
+∆

+
≈∆ . 

Чем меньше окрестность точки c, тем ближе ∆с к )(cf ′ . 

Погрешность приближения производной от заданной функции f(x) в точке c может быть пред-

ставлена величиной  

)(max
!3

))()((
)( )3(

xf
dcbcac

cf
Ix

c
∈

−−−
=′−∆=δ ,   [ ]dcbaI ,,,= , 

предположив, что )2)(()(max )3()3(
bcfxf

Ix
+≈

∈
 и считая приближённо  

)()(3)()3(
adxf cb −∆ ′′−∆ ′′≈ , 

где )()(2 cdbcdbb −∆−∆≈∆ ′′ ,  )()(2 abcabcc −∆−∆≈∆ ′′ . 

Разделение отрезка [A, B] на подсегменты с разным поведением функции f(x) будем прово-

дить по изменению величины дискриминанта  

 D=ε–σk,  (3) 

где ε – заданный средний уровень точности для всей области дифференцирования функции f(x), а σk – 

критерий локальной ситуации [15, 16]. Последний условимся измерять следующим образом (см. рис. 2): 

 σk=
∗∗ − kk gy ,   (4) 

∗
ky =0,25 (1+λk) yk+1+3 yk–λk yk–1 ,         λk=hk/(hk+hk–1), 

∗
kg =0,5 (yk+yk+1),          

∗
kx =0,5 (xk+xk+1). 

Ситуация σk моделирует близость функции f(x) к приближающей её ломаной g(x) в месте ве-

роятного самого бόльшего отклонения функции f(x) от g(x), т.е. в окрестности точки ∗
kx . Для этого 

используется направление производной lbae  в точке a, а не направление предыдущей хорды la . 
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Таким образом, если метод приближённого 

дифференцирования даже в самых неблагопри-

ятных точках вида ∗
kx  обеспечивает заданную 

точность, то во всех остальных случаях гаранти-

руется приемлемый результат. Принятый здесь 

выбор точки c=(e+d)/2 (см. рис. 2) преследует 

единственную цель – как можно более упростить 

алгоритм аппроксимации.  

Для получения новых точек xk+1=xk+hk, 

адаптивный выбор которых определяется ситуа-

цией σk, описывающей характер поведения функ-

ции f(x) на отрезке [A, B] в окрестности точки ∗
kx , 

применяем управляемый процесс [14–16] 

 

Рис. 2. Ситуация maxf(x)-g(x) в окрестности x
*

k 

 hk+1=hk exp(αD),   α>0. (5) 

Здесь коэффициент α отвечает за степень воздействия складывающейся ситуации на быстро-

ту изменения шагов в (5).  

Изменение D в (5) увеличивает (или уменьшает) величину шага hk+1. Тем самым это косвенно 

влияет на точность вычисления производной через точность аппроксимации функции f(x). 

Из рис. 2 следует, что мониторинг локальной ситуации σk (4) совместно с уровнем точности ε 

и с учётом (3) может служить регулирующим воздействием в шаговом процессе (5), т.е. 

 hk+1=hk exp [α(ε–σk)]. (6) 

Для ускорения продвижения вдоль отрезка [A, B] принимаем некоторое ε>σ0, которое может 

оставаться постоянным либо перестраиваться в ходе процесса (6) в соответствии со степенью изме-

нения ситуации σk.  

Величину начального шага h0 процесса (6) определим из условия положительности дискри-

минанта D, т.е. выбрав ε>σk, например ε=(1,01÷1,1) σ0, поскольку нет достаточной информации о 

функции f(x) и распределении её характерных точек различной природы (экстремальные точки, изло-

мы и т.п.) на заданном отрезке [A, B]. 

При подходе к окрестностям с изломами или с экстремальными точками угол между направле-

ниями производных в соседних точках xk–1, xk заметно увеличивается, что соответственно влечёт за собой 

резкое уменьшение шага, вплоть до значений, близких к hmin, ниже которых уже нецелесообразно разли-

чать изменение функции f (x) для её аппроксимации. Но если указанная окрестность уже пройдена и D>0, 

то для ускорения процесса (6) можно вновь вернуться к начальному шагу, например, h0=(1,1÷1,2) hmin.  

Проход области [A, B] адаптивным методом (6) за N вычислений функции f(x) дает возмож-

ность получить столько же значений приближённой производной ∆c (2).  

На примере простой функции 

xxf =)(  [0,01; 1,01] проведём запуск и выход 

из программы при применении адаптивного 

метода дифференцирования. Рис. 3 изображает 

точное поведение производной )(xf ′  на [A, B], 

а также точки приближённого её значения ∆ (2). 

После совершения двух равных началь-

ных шагов h0=h1=0,01, определённых принятым 

значением hmin=0,005, появляется возможность 

вычисления критерия локальной ситуации (4) 

σk=0,009637592 и задания значения ε=0,01>σk 

учитывая σk, чтобы включить в процесс основ-

ной механизм (6) переменного шага.   

Рис. 3. Производная f'(x) и ее приближение ∆∆∆∆ 
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Так как конечный шаг h33=0,01703624 процесса (6) выводит последнюю точку 

x33=1,041639436 за точку B=1,01 отрезка [A, B], то алгоритм заменяет значение x33 величиной B=1,01. 

Результат получен при интенсивности, равной α=10. 

Если бы с таким же, но постоянным шагом h=h0, обеспечивающим полученную среднюю точ-

ность, проводился процесс приближения производной, то на заданном интервале пришлось бы вы-

числять функцию 100 раз, вместо 33. 

Как видим, адаптивное действие формулы (6) направлено не только на выбор надлежащих 

шагов с целью сокращения вычислительных затрат, но также и к созданию благоприятных условий 

для лучшего приближения производных (2). В то же время, когда процесс (6) попадает в окрестность 

резкого изменения характера функции f(x), характеризуемый критерием (4), применение метода 

взвешенных наклонов (2) может оказаться недостаточным для обеспечения должного уровня точно-

сти производной. В этом случае приходится на подсегментах резкого изменения характера функции 

переходить на простое сканирование области намеренно уменьшенным шагом, близким к hmin. Это 

отчасти способствует непропуску особенностей функции f(x). 

Численный эксперимент  

Принятый способ численного дифференцирования (2)–(6) тестировался на множестве приме-

ров функций разного уровня сложности. Часть тестовых функций, имеющих резкие локальные изме-

нения поведения, в том числе «изломов», представлена ниже [8, 10–12, 17–24]  

)1sin(I xxf = ;   ( )3

II 1−= xf ;   xxf 2sinsinIII += ;   ( ) 5,02
IV 4 xexf +−= ; 

)20sin( 3
V xf = ;   ( ) 3132

VI 2 xxf −π= ;   31
VII )3tg( xf = ;   15)1660253( 35

VIII ++−= xxxf ; 

[ ])4()3(arctgIX +−= xxf ;   )sin(lnX xf = ;   25,022
XI ]1)1[()1( −++−= −

xef
x ;   )arctgln(XII xf = ; 

[ ]( )2,0
7 ))1(tg1(lg

XIII 2sin
++= x

f ;   33
XIV 1+−= xxf ;   5,0

XV )2coscos2( xxf −−= ;   3132
XVI )3exp( xxf −= ; 

384,0ln)310sin(sinXVII +−++= xxxxf ; [ ]{ }1)1(sin 5,02
XVIII +π++−π−= xxf ; 

[ ])4()8(arctg 2
XIX +−= xxf ;  )sin1( 22

XX xxxf += . 

Введём простое понятие удельной стоимости получения интегральной усреднённой ошибки 

вычисления производных в области [A, B] в виде  

 ∑
=

∗ −∆−′=
N

k

kk ABfNC
1

)( , (7) 

где kf ′  – («точное») и )( ∗∗ ∆=∆ kk x  – (приближённое) значения производных в соответствующих узлах *
kx ; 

N – затраты на достижение желаемого результата данным методом, т.е. количество вычислений функций 

f(x) для этого.  

Ясно, что эффективность метода, проявленная при решении конкретной задачи, тем больше, 

чем меньше стоимость C (7) при прочих равных условиях.  

Полагаем, что сканирование той же области [A, B] самым малым возможным шагом hmin обес-

печивает более точное приближение производных. Тогда приходим к неравенству  

 ∑∑
=

∗
′

=

∗ ∆−′≤∆−′
N

k

kk

N

i

ii ff
11

, (8) 

где i∨k – номера узлов соответствующих сеток, а N' – целая часть [(B–A)/hmin].  

Исходя из (8), эффективность метода (2)–(6) условно будем оценивать с помощью упрощён-

ного критерия качества («индекса эффективности» [25]) 
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т.е. отношением стоимостей достижения соответствующих среднеинтегральных абсолютных по-

грешностей на одном и том же отрезке [A, B], но на разных i∨k сетках. 

В критерии (9) заложен известный принцип равных влияний, когда полагается, что суммарная 

абсолютная погрешность на всём отрезке [A, B] не превышает заданной величины. Для удобства 

«точное» значение kf ′  производной во всех приведённых выше примерах вычислялось по формуле  

(f( ∗
kx +δ)–f ( ∗

kx –δ))/2δ, 

где δ=10
–10

. 

Эти вычислительные затраты, естественно, не включаются в количество N и N'.  

В таблице приведены результаты вычисления критерия эффективности E (9) для функций I–XX 

адаптивным способом и достигнутая при этом стоимость Cadap на отрезке [A, B]. Здесь представлен кон-

кретный случай использования значения постоянной на подсегментах [xk, xk+1] точности ε=0,001, α=10, 

h0=hmin=0,001. 

Эффективность нахождения производных адаптивным методом для тестовых функций,  

заданных на отрезке [A, B] 

f(x) [A, B] Cadap N E 

I [0,2/π; 5/π] 73,93731498 25 4,493741243
 

II [-0,995; 2] 38,67561466 190 4,388755049 

III [0; 2π] 200,8427336 625 1,006234064 

IY [–2,995; 4] 10,13399088 693 1,011373266 

Y [0; 3π/2] 135,9652785 307 1,773252544 

YI [–1; 3,5] 242,4711093 390 1,175904877 

YII [0; 2π] 300,2439079 31 126,3714985 

YIII [0; 4,5] 150,9098132 451 4,666437614
 

IX [–π; π] 3,029803189
 

430 1,58827937 

X [0,01; 5] 343,3627677 90 5,467829259 

XI [– 2; 5] 3365,971896 657 1,088513516 

XII [0,01; π] 54,35070561 39 7,146833836 

XIII [-1,75; 0,56] 909,3456208 125 1,885660155 

XIY [-1; 2] 200,9964238 94 15,46132117 

XY [–π; π] 14,62555623 419 3,433101097
 

XYI [–1; 1,6] 57,04142104 156 3,918496306 

XYII [0,1; 3,5] 5,518200797 142 1,213207504 

XYIII [–1; 1] 269,4804473 27 10,13027855 

XIX [0; 1] 126,9048103 25 4,817065532 

XX [-π/4; 3π] 45719,13737 549 2,803608813 

Из таблицы видно, что предложенный способ адаптивного дифференцирования для рассмотрен-

ных тестовых функций, заданных на отрезках разной длины и с разными характерными точками, пока-

зал достаточно хорошую эффективность процесса при вполне приемлемой погрешности результата (не-

смотря на принятый для всех тестовых примеров одинаковый уровень точности ε). Практически всегда 

адаптивный метод на отрезке [A, B] достигает меньшей усреднённой погрешности дифференцирования, 

чем в случае простого сканирования шагом hmin, и поэтому для всех примеров величина E>1. При подхо-

де к окрестности с резко меняющейся ситуацией σk, когда значения σk и ε оказываются слабо коррелиро-

ванными, приходится уменьшать шаг до минимального, меняя производную ∆с (2) на ∆bc. Совпадение 

или близость результатов сравниваемых стоимостей (9) возможно лишь, если в методах типа Scan какая-
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либо из точек xk окажется инцидентной центру острого симметричного излома функции f(x) со слабо ис-

кривлёнными почти линейными его сторонами. Хотя, в общем-то, это маловероятно. 

Выводы  

В статье реализован адаптивный метод поиска производных функции при минимуме ограни-

чительных требований к классу функций и формы их задания. Для реальных задач чаще всего не тре-

буется особо высокой точности результата, однако большие численные затраты нежелательны, по-

этому главный акцент при реализации метода был направлен на эффективность процесса дифферен-

цирования. Для реализации метода не требуется какого-либо предварительного исследования задан-

ной функции или применения её преобразований. Особенно это важно в случае заметной нелинейно-

сти, чаще всего присущей трудновычислимым функциям. Фактически использована минимальная 

информация, обеспечивающая заданную точность дифференцирования, не прибегая заранее к тому 

или иному специальному приёму дискретизации области. 

При помощи созданного шагового способа выяснения ситуации и простой техники вычисления 

локальной производной удалось ограничиться кусочно-линейной аппроксимацией, когда легко выпол-

няются все требуемые условия без излишних численных затрат. Эффективность предложенного метода 

демонстрируется на множестве примеров дифференцирования функций разного уровня сложности, 

часть из которых имеет резкие локальные изменения поведения, в том числе «изломов». Численный 

эксперимент показал заметное повышение эффективности при использовании разработанного адаптив-

ного метода по сравнению с известными способами приближённого дифференцирования.  

Предложенный подход приближённого адаптивного дифференцирования, происходящий в 

автоматическом режиме, может оказаться удобным при решении некоторых классов дифференциаль-

ных и интегральных уравнений, возникающих в самых различных прикладных областях. 
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Чисельне диференціювання важкообчислювальних функцій  

Г. А. Шелудько, С. В. Угрімов 

Інститут проблем машинобудування ім. А. М. Підгорного НАН України,  
61046, Україна, м. Харків, вул. Пожарського, 2/10 

Розглянуто адаптивний підхід до чисельного диференціювання важкообчислювальних функцій. Складні 

залежності, які є результатом багаторазових суперпозицій функцій або різних алгоритмічних процесів, складні 

для безпосереднього дослідження. Для встановлення характеру поведінки таких залежностей доводиться вда-

ватися до чисельного аналізу. Однією з важливих характеристик функцій є похідна, яка вказує напрям і швид-

кість зміни залежності. Однак при складнообчислювальних функціях наявної апріорно інформації не завжди дос-

татньо, щоб відомими засобами можна було б досягти належної точності розв’язку. Втрата точності відбува-

ється внаслідок накопичення помилок округлення, які зростають пропорційно кількості задіяних значень функції. 

У цьому випадку доводиться переходити до апостеріорного підходу для того, щоб визначити поведінку функції 

та відійти від схеми рівновіддалених вузлів, спираючись на адаптивний спосіб вивчення локальної обстановки в 

області визначення функції. У статті реалізовано адаптивний метод пошуку похідних функції при мінімумі об-

межувальних вимог до класу функцій і форми їх задання. Завдяки цьому значно зменшилися витрати на обчислен-

ня функції, в результаті чого кількість обчислень було доведено майже до оптимального рівня. При цьому різко 

знизився обсяг використовуваної оперативної пам'яті. Немає потреби в проведенні попереднього аналізу зі вста-

новлення класу досліджуваної функції, в залученні спецфункцій або перетворенні початкових умов для викорис-

тання стандартних таблиць вагових коефіцієнтів і т.п. Для дослідження достатньо задати неперервну і обме-

жену функцію на фіксованому відрізку та мінімальний крок, якій побічно відповідає за забезпечення необхідної 

точності диференціювання. Ефективність запропонованого методу демонструється на ряді тестових прикла-

дів. Розроблений метод може бути використано у більш складних задачах, наприклад, при розв’язанні деяких ти-

пів диференціальних і інтегральних рівнянь, а також для широкого ряду задач оптимізації в найрізноманітніших 

областях прикладного аналізу та синтезу. 

Ключові слова: недиференційована функція, кусково-лінійне наближення, адаптивний покроковий вибір 

вузлів. 


