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Досліджується просторова задача теорії пружності для шару з двома 
нескінченними круговими суцільними циліндричними включеннями, па-
ралельними між собою й межами шару. Шар і включення є однорідни-
ми, ізотропними матеріалами, фізичні характеристики цих тіл від-
мінні одна від одної. Кругові циліндричні пружні включення жорстко 
спряжені з шаром. На верхній межі шару задана просторова функція 
напружень, на нижній – переміщень. Необхідно визначити напружено-
деформований стан композитного тіла. При цьому розв’язання задачі 
базується на узагальненому методі Фур’є, де використовуються особ-
ливі формули переходу між базисними розв’язками рівняння Ламе у 
різних системах координат. Таким чином, шар розглядається в декар-
товій системі координат, включення – у локальних циліндричних. Задо-
вольняючи граничним умовам й умовам спряження, отримано системи 
нескінченних інтегро-алгебраїчних рівнянь, які в подальшому зведені до 
лінійних алгебраїчних. Нескінченна система розв’язується методом 
редукції. Після знаходження невідомих можна визначити напруження 
в будь-якій точці пружного композиційного тіла. У чисельних дослі-
дженнях проведено порівняльний аналіз напруженого стану на поверх-
нях включень за різних відстаней між ними. Аналіз показав, що при 
зближенні включень напружений стан у шарі практично не змінюєть-
ся. Однак спостерігається суттєва його зміна в тілах включень. Так, 
при щільному армуванні ((R1 + R2) / L > 0,5) необхідно враховувати від-
стані між армуючими волокнами. При значеннях напружень від 0 до 1 і 
порядку системи рівнянь m=10 точність виконання граничних умов 
склала 10-4. При збільшенні порядку системи точність виконання гра-
ничних умов зростатиме. Представлене аналітико-чисельне 
розв’язання може використовуватися для високоточного визначення 
напружено-деформованого стану представленого типу задач, а та-
кож як еталонне для задач, що базуються на чисельних методах. 

Ключові слова: композит, циліндричні включення в шарі, узагальне-
ний метод Фур’є. 

Вступ 
У різних галузях промисловості доводиться стикатися з проєктуванням деталей і конструкцій з 

композитних матеріалів, які часто є шаром з поздовжнім армуванням, де, виходячи з інженерних розраху-
нків, необхідно розташовувати елементи армування на близькій відстані один до одного. З огляду на це 
важливо розуміти те, як впливає відстань між поздовжніми стрижнями на напружено-деформований стан у 
зоні контакту шару й армування. Для вирішення цих завдань можна проводити експерименти [1, 2] або 
використовувати чисельно-експериментальний підхід [3–7], сприймаючи композит як цілісний шар. Інший 
підхід – чисельно-аналітичний, у якому тіло композиту сприймається як складове перетину із кількох еле-
ментів. Однак для цього потрібен ефективний та високоточний метод розрахунку напружено-
деформованого стану. Так, у роботі [8] із використанням методу зображень розв’язана двовимірна крайова 
задача дифракції симетричних нормальних хвиль поздовжнього зсуву для шару з циліндричною порожни-
ною або включенням, а в роботах [9–12] на основі методу розкладання в ряди Фур’є – стаціонарні задачі 
дифракції хвиль визначення напруження для шару з циліндричною порожниною або включенням. 

Однак для просторових моделей з великою кількістю граничних поверхонь і високою точністю 
визначення напруженого стану найбільше підходить чисельно-аналітичний узагальнений метод 
Фур’є [13], на основі якого розглянуті задачі для напівпростору з порожниною або включенням [14–16], 
шару з порожниною або включенням [17–20], циліндра з циліндричними порожнинами або включен-
нями [21–24], а також для напівпростору з порожниною, спряженою з шаром [25]. 

У роботі при проведенні досліджень також використовується узагальнений метод Фур’є. 

                                                      
Статтю ліцензовано на умовах Ліцензії Creative Commons «Attribution» («Атрибуція») 4.0 Міжнародна. 
 В. Ю. Мірошніков, О. Б. Савін, М. М. Гребенніков, О. А. Погребняк, 2022 
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Постановка задачі 
У пружному однорідному шарі, паралельно його ме-

жам, розташовано два циліндричні включення радіусами Rp із 
матеріалів, відмінних від матеріалу шару.  

Включення розглядатимемо в локальних циліндричних 
системах координат (ρp, φp, z), шар – у декартовій системі коорди-
нат (x, y, z), суміщеною із системою координат включення з номе-

ром p=1. Межі шару розташовані на відстані y=h та y=– h
~

 (рис. 1). 
Необхідно знайти рішення рівняння Ламе за умови, що на 

верхній межі шару задані напруження    zxFzxUF hhy ,, 0
0


 , на 

нижній – переміщення    zxUzxU
hhy ,, 0
~~

0


 , на межах контакту 

шару і включень – умови спряження 

 

Рис. 1. Шар з двома циліндричними 
включеннями 
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де 0U


 – переміщення в шарі; pU


 – переміщення в циліндричному включенні; 
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відомі функції, які вважатимемо швидко спадаючими від початку координат по осі z і x. 

Метод розв’язання 
Оберемо базисні розв’язки рівняння Ламе для декартових і циліндричних систем координат у 

вигляді [11]: 
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де Im(x), Km(x) – модифіковані функції Бесселя; mkmk SR ,, ,


 – внутрішні й зовнішні розв’язки рівняння 

Ламе для циліндру відповідно;    
kk uu


,  – розв’язки рівняння Ламе для шару; σ – коефіцієнт Пуассона. 
Розв’язання задачі представимо у вигляді 
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де   ;,,, zS ppmk


,   ;,,, zR ppmk


,     ,;,, zyxuk


 і     ,;,, zyxuk


 – базисні розв’язки, які задані 

формулами (4), а невідомі функції  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB , ,    p

mkA ,  необхідно знайти з граничних 

умов (3) й умов спряження (1) і (2). 
Для переходу між системами координат скористаємося формулами [17]:  

– для переходу від розв’язків mkS ,


 циліндричної системи координат до розв’язків шару  

ku


 

(при y>0) і  
ku


 (при y<0) 

 

     

       

     ,14

2
;,,

;3,1,
2

;,,

23

2
2

1
2

2

,2

,























































de
u

uuym
i

zS

k
d

ue
i

zS

pp

pp

yxi

p
m

m

ppm

k
yxim

m

ppmk


















 (7) 

де 22  ,  






 , , ,2,1,0 m  ; 

– для переходу від розв’язків  
ku


 і  
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 шару до розв’язків mkR ,


 циліндричної системи координат 
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 – орти в циліндричній системі координат; 

– для переходу від розв’язків циліндру з номером p до розв’язків циліндру з номером q  
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де pq  – кут між віссю xp і відрізком qp ,       xKxsignxK m
m

m 
~

. 

Для задоволення граничних умов на верхній межі шару вектор (5) прирівняємо (при y=h) до 

заданого  zxFh ,0


, представленого через подвійний інтеграл Фур’є. Базисні розв’язки 
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  ;,,, zS ppmk


 за допомогою формул переходу (7) перепишемо у декартовій системі координат че-

рез базисні розв’язки     ,;,, zyxuk


. Враховуючи це, отримаємо перші три рівняння (по одному на 

кожну проєкцію) із 12 невідомими  ,kH ,  ,
~

kH ,    1
,mkB ,    2

,mkB . 

Для задоволення граничних умов на нижній межі шару вектор (5) прирівняємо (при y=– h
~

) до 

заданого  zxU
h

,0
~


, представленого через подвійний інтеграл Фур’є. Базисний розв’язок 

  ;,,, zS ppmk


 за допомогою формул переходу (7) перепишемо у декартовій системі координат че-

рез базисні розв’язки     ,;,, zyxuk


. Завдяки цьому, отримаємо другі три рівняння. 

Із цієї системи рівнянь знайдемо  ,kH  і  ,
~

kH  через    p
mkB , . 

Враховуючи умови спряження шару і включень, можемо записати по три рівняння для кожно-

го включення у вигляді переміщень (1). При цьому, використовуючи вираз  
pp Rp zU


 ,0


, необхідно 

врахувати формули переходу від розв’язків     ,;,, zyxuk


 і     ,;,, zyxuk


 до розв’язків 

  ;,,, zR ppmk


 (8) і формули переходу від розв’язків   ;,,, zS qqmk


 до розв’язків   ;,,, zS ppmk


 

(9). Застосувавши до отриманого виразу оператор напруження, можемо записати ще три рівняння для 
кожного включення у вигляді напружень (2). 

Якщо ми маємо два включення, то таких рівнянь (у переміщеннях і напруженнях) буде 12 із 

невідомими  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB , ,    p

mkA , . Виключивши з цих рівнянь знайдені раніше 

 ,kH  і  ,
~

kH  через    p
mkB ,  і звільнившись від рядів по m і інтегралів по λ, отримаємо 12 не-

скінчених лінійних алгебраїчних рівнянь другого роду для визначення невідомих    p
mkB ,  і    p

mkA , . 

Визначник цієї системи рівнянь співпадає з [16]. 
До отриманих нескінченних систем рівнянь застосуємо метод редукції, внаслідок чого знай-

демо коефіцієнти    p
mkB , . Тепер    p

mkB ,  підставимо у вираз для  ,kH  і  ,
~

kH . Так будуть 

знайдені всі невідомі виразів (5) і (6). 
Представлені у роботі розв’язання нескінченної системи методом редукції показали його збі-

жність, що з високою точністю задовольняє граничним умовам. 

Чисельні дослідження напруженого стану 
У пружному ізотропному шарі (рис. 1) розташовано два, жорстко зчеплені з ним, пружні ізо-

тропні циліндричні включення. Коефіцієнт Пуассона шару (ABS пластик) 0=0,38, модуль пружності 
E0=1700 Н/мм2, включення (сталь) 1=2=0,21, E1=E2=200000 Н/мм2. Геометричні характеристики мо-

делі: R1=R2=10 мм, h=20 мм, h
~

=30 мм, α12=0. Відстань між центрами включень приймемо у двох ва-
ріантах: L12=25 мм і L12=30 мм. 

На верхній межі шару задані напруження у вигляді хвилі 
       2222228 101010,


 xzzxh

y ,     0 h
yz

h
yx , на нижній переміщення відсутні 

      0 
~~~
 h

z
h

y
h

x UUU . 

Нескінчена система була зрізана по параметру m. При L12=30 мм параметр m=6, при L12=25 мм па-
раметр m=10. 

Обчислення інтегралів виконано квадратурними формулами Філона (для функцій, що колива-
ються) і Сімпсона (для функцій без осциляцій). Точність виконання граничних умов при вказаних зна-
ченнях m і заданих геометричних параметрах – 10-4. 

При зближенні включень напружений стан у шарі майже не змінюється. Відмінність спостері-
гається лише в тілах включень. 

На рис. 2 наведено графіки напружень σφ і σz на поверхні другого включення при z=0 в Н/мм2. 
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При наближенні другого цилін-
дричного включення до першого, на-
пруження σφ і σz на його поверхні збі-
льшуються. Причому значення напру-
жень σφ значно зростають (рис. 2, а), 
особливо у верхній частині включення, 
де вони є максимальними. У цілому 
зростання напруження у включенні, з 
наближенням його до місця дислокації 
навантаження, є природним. 

На рис. 3 зображено графіки 
напружень σφ і σz на поверхні першого 
включення при z=0 в Н/мм2. 

При наближенні другого цилін-
дричного включення до першого, на-
пруження σφ на поверхні першого цилі-
ндра збільшуються (рис. 3, а), а напру-
ження σz трохи зменшуються (рис. 3, б), 
перерозподіляючись на другий циліндр. 

На поверхні першого циліндра 
максимальне значення напружень σφ 
виникають при φ=π/4, а σz – при φ=π/2. 

  
а     б 

Рис. 2. Напруження на поверхні другого включення:  
а – σφ; б – σz; 1 – при L12=25 мм; 2 – при L12=30 мм 

  
а     б 

Рис. 3. Напруження на поверхні першого включення:  
а – σφ; б – σz; 1 – при L12=25 мм; 2 – при L12=30 мм 

Висновки 
На основі узагальненого методу Фур’є запропоновано метод розв’язання третьої основної 

просторової задачі теорії пружності для шару з двома поздовжніми круговими циліндричними вклю-
ченнями. Задачу зведено до нескінченної системи лінійних рівнянь алгебри, що допускає застосуван-
ня до неї методу редукції. Чисельні дослідження дають підстави стверджувати, що її розв’язання мо-
же бути з будь-якою точністю знайдене запропонованим методом, що підтверджується високою точ-
ністю виконання граничних умов. 

Метод розв’язання можна використовувати при проєктуванні композитних матеріалів, розра-
хунковою схемою яких є армований шар із заданими граничними умовами у вигляді напруження на 
верхній межі шару і переміщень на нижній.  

Представлений порівняльний аналіз показує, що зближення елементів армування впливає на 
напружений стан у них, зокрема, на напруження σφ і σz. 

Запропонований метод розв’язання дозволяє отримати напружено-деформований стан для 
шару лише з двома поздовжніми круговими циліндричними включеннями. Для подальшого розвитку 
цього методу можна збільшити кількість включень до трьох і більше. Для цього необхідно змінити 
даний алгоритм, пропрацювавши зв’язки між двома зсунутими системами координат, а також між їх 
базисними розв’язками. 
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