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Досліджується напружений стан однорідного ізотропного шару при 
дії просторового статичного зовнішнього навантаження. Дві кругові 
циліндричні опори врізані в тіло шару паралельно його межам. Опори 
та тіло шару жорстко спряжені між собою. Просторова задача те-
орії пружності розв’язується за допомогою аналітико-чисельного уза-
гальненого методу Фур’є. Шар розглядається в декартовій системі 
координат, опори – у локальних циліндричних. На верхній та нижній 
поверхнях шару задані напруження. Опори розглядаються у вигляді 
циліндричних порожнин у шарі із заданими на їх поверхнях нульовими 
переміщеннями. Задовольняючи граничним умовам на верхній і нижній 
поверхнях шару, а також на циліндричних поверхнях порожнин, отри-
мано системи нескінченних інтегро-алгебраїчних рівнянь, які в пода-
льшому зведені до лінійних алгебраїчних. Нескінченна система 
розв’язується методом редукції. У чисельних дослідженнях проаналі-
зовано параметри інтегрування коливних функцій, розв’язані задачі 
при різних відстанях між опорами. Одиничне навантаження у вигляді 
швидко спадаючої функції прикладено на верхній межі між опорами. 
Для цих випадків проведено аналіз напруженого стану на поверхнях 
шару між опорами та на циліндричних поверхнях, що контактують з 
опорами. Чисельний аналіз показав, що при збільшенні відстані між 
опорами зростають напруження σx на нижній та верхній поверхнях 
шару й напруження τρφ на поверхнях порожнин. Використання аналі-
тико-чисельного методу дало можливість отримати результат із 
точністю 10-4 для значень напружень від 0 до 1 при порядку системи 
рівнянь m=6. При збільшенні порядку системи точність виконання 
граничних умов зростатиме. Представлене аналітико-чисельне 
розв’язання може використовуватися для високоточного визначення 
напружено-деформованого стану представленого типу задач, а та-
кож як еталонне для задач, що базуються на чисельних методах. 

Ключові слова: циліндричні порожнини в шарі, узагальнений метод 
Фур’є, рівняння Ламе. 

Вступ 
У машинобудуванні й аерокосмічній галузі доводиться стикатися з проєктуванням деталей, 

кріплення яких одна до одної є циліндричним врізним. Розрахунок таких деталей відбувається, як 
правило, за допомогою методів опору матеріалів, будівельної механіки або методу скінчених елемен-
тів, тобто розрахункова схема або спрощується, або використовується наближений метод. Проте такі 
методи неефективні, коли необхідно мати точні значення напружено-деформованого стану [1]. 

Для підвищення точності результатів розрахунків використовують аналітичні або аналітико-
чисельні методи. Так, у роботах [2–5] розв’язуються задачі для шару з перпендикулярними до його 
меж порожнинами. Проте для розв’язання задач статики просторових пружних тіл у вигляді шару з 
поздовжніми порожнинами ці методи не можуть бути використані. 

Крім того, у випадку з паралельними до меж шару циліндричними порожнинами в роботах [6–9] 
розглядаються стаціонарні задачі дифракції пружних хвиль, при розв’язанні яких використовується ме-
тод Фур’є в поєднанні з методом зображень. Однак цей підхід не дозволяє розв’язувати задачі з кількіс-
тю граничних поверхонь більшою трьох. 

Для просторових моделей з великою кількістю граничних поверхонь і високою точністю визна-
чення напруженого стану найбільш ефективним є аналітико-чисельний узагальнений метод Фур'є [10]. 
На основі цього методу розглянуті задачі для циліндра з циліндричними порожнинами або включення-
ми [11–14], для півпростору з порожниною [15], для шару з однією порожниною [16, 17], шару з декі-
лькома циліндричними порожнинами [18], шару з одним [19] або з двома включеннями [20]. У перелі-
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чених роботах розглядаються задачі, граничні умови й алгоритми розв’язання яких не дозволяють за-
стосовувати їх до задач для шару з циліндричними врізаними опорами. 

Найбільш дотичними до теми, що розглядається, є роботи [21, 22], де розв’язуються задачі 
для шару з однією циліндричною порожниною [21] і для шару з циліндричною трубою [22]. Граничні 
умови в цих роботах дозволяють розглядати запропоновані моделі як шар з однією врізаною опорою. 
Однак врахування другої опори потребує додаткових умов.  

Зважаючи на відсутність методу розрахунку задач для шару з врізаними циліндричними опорами 
при наявності подібних розрахункових схем на практиці, обрана тема є актуальною і потребує вивчення. 

Для високоточного розв’язання задачі в роботі буде застосовано аналітико-чисельний уза-
гальнений метод Фур'є. 

Постановка задачі 
Пружний однорідний шар має дві циліндрич-

ні порожнини, розташовані паралельно його межам. 
Радіуси порожнин Rp, де p – номер порожнини.  

Порожнини розглядатимемо в локальних ци-
ліндричних системах координат (ρp, φp, z), шар – у 
декартовій системі координат (x, y, z). Межі шару 

розташовані на відстані y=h та y=– h
~

 (рис. 1). 
Необхідно знайти розв’язок рівняння Ламе за 

умови, що на верхній межі шару задані напруження 

   zxFzxUF hhy ,, 0
0


 , на нижній – напруження  

 

Рис. 1. Шар з двома врізаними циліндричними 
опорами 
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відомі функції, які будемо вважати швидко спадаючими від початку координат по осі z и x. 

Метод розв’язання 
Оберемо базисні розв’язки рівняння Ламе для декартових і циліндричних систем координат у 

вигляді [10]: 
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де Im(x), Km(x) – модифіковані функції Бесселя; mkmk SR ,, ,


 – внутрішні й зовнішні розв’язки рівняння 

Ламе для циліндру відповідно;    
kk uu


,  – розв’язки рівняння Ламе для шару; σ – коефіцієнт Пуассона. 

Розв’язання задачі представимо у вигляді [18] 
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де   ;,,, zS ppmk


,   ;,,, zR ppmk


,     ,;,, zyxuk


 і     ,;,, zyxuk


 – базисні розв’язки, задані 

формулами (2), а невідомі функції  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB ,  необхідно знайти з граничних умов (1). 

Для переходу між системами координат скористаємося формулами [10]:  

– для переходу від розв’язків mkS ,
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де 22  ,  






 , , ,2,1,0 m  ; 

– для переходу від розв’язків  
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– для переходу від розв’язків циліндру з номером p до розв’язків циліндру з номером q  
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де αpq – кут між віссю xp та відрізком qp ,       xKxxK m
m

m  sign
~

. 

Для задоволення граничних умов на верхній та нижній межах шару знайдемо напруження для 

правої частини вектора (3). Отриманий вектор прирівняємо при y=h заданому  zxFh ,0


, а при y=– h
~

 за-
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даному  zxF
h

,0
~


, представленими через подвійний інтеграл Фур’є. Базисні розв’язки   ;,,, zS ppmk


, 

за допомогою формул переходу (4), перепишемо у декартовій системі координат через базисні 

розв’язки    ,;,, zyxuk


 при y=h і     ,;,, zyxuk


 при y=– h

~
. Таким чином, отримаємо три рівняння 

для верхньої межі шару (по одному на кожну проекцію) і три рівняння для нижньої межі шару з 12-ма 

невідомими  ,kH ,  ,
~

kH ,    2
,mkB ,    3

,mkB . 

Із цієї системи рівнянь знайдемо  ,kH  і  ,
~

kH  через    p
mkB , . 

Для задоволення граничних умов на поверхні кожної порожнини p праву частину (3), за допо-
могою формул переходу (5) і (6), перепишемо в локальній циліндричній системі координат кожної по-

рожнини p через базисні розв’язки mkmk SR ,, ,


. Отриманий вектор, при ρp=Rp, прирівняємо заданим 

 zU pp ,0 


, представленим через подвійний інтеграл Фур’є. У результаті для кожного циліндра з номе-

ром p отримаємо по три нескінчених системи лінійних алгебраїчних рівняння відносно    p
mkB , , які міс-

тять  ,kH  і  ,
~

kH . 

Таким чином, ми отримаємо 12 інтегро-алгебраїчних рівнянь з 12-ма невідомими  ,kH , 

 ,
~

kH ,    p
mkB , . Виключивши з цих рівнянь знайдені раніше  ,kH  і  ,

~
kH  через    p

mkB ,  та 

звільнившись від рядів по m і інтегралів по λ, отримаємо 12 нескінчених лінійних алгебраїчних рів-

нянь другого роду для визначення невідомих    p
mkB , . 

До отриманих нескінченних систем рівнянь застосуємо метод редукції, завдяки чому знайде-

мо коефіцієнти    p
mkB , . Тепер    p

mkB ,  підставимо у вираз для  ,kH  і  ,
~

kH . Так будуть знай-

дені всі невідомі виразу (3). 
Представлені у роботі чисельні розв’язання нескінченної системи методом редукції показали 

його збіжність, що з високою точністю задовольняє граничним умовам. 

Чисельні дослідження напруженого стану 
У пружному ізотропному шарі (рис. 1) розташовано дві циліндричні порожнини. Коефіцієнт 

Пуассона шару (ABS пластик) 0=0,38, модуль пружності E0=1700 Н/мм2. Геометричні параметри 

моделі: R2=R3=5 мм, h=12 мм, h
~

=12 мм, α12=0, α13=. Відстань до порожнин приймемо у двох варіан-
тах L12=L13=15 мм і L12=L13=30 мм. 

На верхній межі шару задані нормальні напруження у вигляді одиничної хвилі 
       2222228 101010,


 xzzxh

y  і нульові дотичні напруження     0 h
yz

h
yx , на нижній межі шару 

задані напруження          0,,,
~~~

 zxzxzx h
yz

h
yx

h
y . 

Нескінчена система була зрізана по параметру m=6 
(кількість членів ряду Фур’є і порядок системи рівнянь).  

Обчислення інтегралів виконано квадратурними 
формулами Філона. Точність виконання граничних умов 
при зазначених m і заданих геометричних параметрах не 
менше ніж 10-4 при значеннях від 0 до 1. Це відповідає 
роботі [16], в якій проведений ґрунтовний аналіз збіжно-
сті ров’язків відносно різних значень m для шару з по-
рожнинами. 

На рис. 2 надано графік заданих напружень σy і 
відповідних їм напружень σx на верхній та нижній пове-
рхнях шару при z=0. 

При збільшенні відстані між опорами напруження σx 
на верхній і нижній поверхнях шару зростають. При 
L12=L13=30 мм максимальні напруження σx на верхній  

 

Рис. 2. Напруження на верхній і  
нижній поверхнях шару:  

1 – задані σy;  
2 – σx на верхній межі при L12=L13=15 мм;  
3 – σx на верхній межі при L12=L13=30 мм;  
4 – σx на нижній межі при L12=L13=15 мм;  
5 – σx на нижній межі при L12=L13=30 мм 
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поверхні шару перевищують задані (рис. 2, лінія 3). Також при L12=L13=30 мм спостерігається значне 
зростання напружень σx на верхній та нижній поверхнях шару біля опор. 

На рис. 3 зображено напруження σρ на поверхні опори, розташованої праворуч (p=2) при z=0.  
При збільшенні відстані між опорами максимальні напруження σρ на поверхнях циліндрів змен-

шуються (рис. 3), зміщуючись до горизонтальної осі в бік навантаження. 
Графіки напружень σρ на поверхні опори, розташованої ліворуч (p=3), симетричні рис. 3 від-

носно вертикальної осі (/2). 
Графіки напружень σφ і σz між собою майже співпадають і мають такий самий вигляд, як на-

пруження σρ, тільки з меншими значеннями. Так, напруження σφ, max=-0,08794 МПа (при φ=2,74889, 
L12=L13=30 мм), σφ, max=-0,26128 МПа (при φ=2,356, L12=L13=15 мм), σz, max=-0,0886 МПа (при 
φ=2,74889, L12=L13=30 мм), σφ, max=-0,26548 МПа (при φ=2,356, L12=L13=15 мм). 

На рис. 4 зображено напруження τρφ на поверхні опори, розташованої праворуч (p=2) при z=0. 
При збільшенні відстані між опорами напруження τρφ на поверхнях циліндрів збільшуються 

(рис. 4). 
Графіки напружень τρφ на поверхні опори, розташованої ліворуч (p=3), симетричні рис. 4 від-

носно вертикальної осі (/2) та з іншим знаком. 

 

Рис. 3. Напруження σρ на поверхні порожнини p=2 

 

Рис. 4. Напруження τρφ на поверхні порожнини p=2 

Висновки 
Запропоновано аналітико-чисельний метод розв’язання просторової задачі теорії пружності 

для шару, який жорстко з’єднаний з двома круговими циліндричними врізаними в нього опорами. 
Задачу зведено до нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь, що допускає застосування до 
неї методу редукції. Чисельні дослідження дають підстави стверджувати, що її розв’язання може бути 
з будь-якою точністю знайдено запропонованим методом, що підтверджується високою точністю ви-
конання граничних умов. 

Представлений порівняльний аналіз показує, що в наведеній моделі при збільшенні відстані 
між опорами зростають напруження σx на нижній та верхній поверхнях шару, а також напруження τρφ 
на поверхнях порожнин. 

Запропонований метод розв’язання дозволяє отримати напружено-деформований стан для 
шару лише з двома поздовжніми круговими циліндричними опорами. Для подальшого розвитку цьо-
го методу можна збільшити кількість опор і додати циліндричні неоднорідності між опорами. 
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