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У даній роботі вперше застосовано метод R-функцій для дослі-
дження стійкості та коливань пористих функціонально-
градієнтних сендвіч-пластин зі складною геометричною формою. 
Припускається, що зовнішні шари пластини виготовлено із функ-
ціонально-градієнтних матеріалів, а заповнювач є ізотропним, а 
саме керамічним. Диференціальні рівняння руху одержано за до-
помогою звичайної зсувної деформаційної теорії першого порядку 
із заданим коефіцієнтом зсуву (FSDT). Досліджено дві моделі роз-
поділення пористості згідно із степеневим (P-law) і сигмовидним 
(S-law) законами. Одержані аналітичні вирази для обчислення 
ефективних механічних характеристик функціонально-
градієнтних матеріалів при рівномірному й нерівномірному розпо-
діленні пористості. Запропонований підхід враховує той факт, що 
докритичний стан пластини може бути неоднорідним, і тому 
перш за все визначаються напруження в серединній площині пла-
стини, а потім розв’язується задача на власні значення з метою 
знаходження критичного навантаження. Для визначення критич-
ного навантаження і частот пластин використано метод Рітца 
разом із теорією R-функцій. Розроблені алгоритми і програмне 
забезпечення перевірені на тестових прикладах і порівняні з відо-
мими результатами, одержаними за допомогою інших методів. 
Розв’язано ряд задач стійкості й коливань пористих функціональ-
но-градієнтних сендвіч-пластин зі складною геометричною фор-
мою для різних схем укладання шарів, різних граничних умов і зако-
нів розподілення пористості. 

Ключові слова: стійкість, коливання, сендвіч-пластини, порис-
тість, функціонально-градієнтний матеріал, теорія R-функцій, 
метод Рітца. 

Вступ та аналіз останніх досліджень 
Задачі про визначення критичного навантаження і вільні коливання пластин й оболонок зав-

жди були актуальними для інженерів, що займаються проєктуванням тонкостінних конструкцій. Це 
пов’язано з необхідністю гарантії міцності конструкції при певних навантаженнях. Враховуючи, що 
велика кількість елементів тонкостінних конструкцій виготовлюється із функціонально-градієнтних 
матеріалів (ФГМ), ця проблема, як і раніше, залишається актуальною при використанні сучасних ма-
теріалів. Незважаючи на велику кількість закордонних публікацій, присвячених цій проблемі [1–3], 
існує ще багато не зовсім вирішених питань. Одним із них є розробка ефективних методів досліджен-
ня статичної та динамічної поведінки функціонально-градієнтних (ФГ) пластин й оболонок складної 
геометричної форми при різних видах навантаження й умов закріплення елементів. Особливо це сто-
сується ФГ сендвіч-пластин й оболонок з урахуванням таких чинників, як пористість, наявність пру-
жної основи, нерівномірне навантаження об’єкта у серединній площині, змінна товщина та ін.  

Аналіз існуючої літератури показує, що найбільш розвинені аналітичні методи для дослідження 
стійкості і коливань елементів прямокутної форми і зазвичай вільно опертих на границі [4–10]. У разі 
пластин іншої форми пропонується використовувати найбільш універсальний числовий метод скінче-
них елементів (МСЕ) [11]. На жаль, авторам невідомі роботи, в яких наведені конкретні числові розра-
хунки, одержані МСЕ для ФГ сендвіч-пластин складної геометричної форми (які, щонайменше, відріз-
няються від прямокутних пластин) з урахуванням неоднорідного докритичного стану. 

У даній роботі пропонується чисельно-аналітичний підхід для розв’язання однієї з перерахо-
ваних проблем, а саме метод визначення критичного навантаження і власних частот пористих плас-

                                                      
Статтю ліцензовано на умовах Ліцензії Creative Commons «Attribution» («Атрибуція») 4.0 Міжнародна. 
 Л. В. Курпа, Т. В. Шматко, Г. Б. Лінник, 2023 



APPLIED MATHEMATICS 

ISSN 2709-2984. Journal of Mechanical Engineering – Problemy Mashynobuduvannia, 2023, vol. 26, no. 4  

тин довільної геометричної форми. Припускається, що пористість моделюється степеневим або сиг-
мовидним законами. Метод базується на використанні теорії R-функцій та варіаційного методу Рітца. 
Головна ідея методу була запропонована раніше в роботах [12–16] для дослідження стійкості і коли-
вань ізотропних, ортотропних, одношарових і багатошарових пластин, ФГ одношарових і сендвіч-
пластин. У запропонованому дослідженні цей метод вперше застосовано до пористих P- і S-ФГМ се-
ндвіч-пластин. Одержано аналітичні вирази для обчислення ефективних властивостей таких матеріа-
лів і перевірено їх вірогідність на тестових прикладах. Розроблений підхід застосовано для розрахун-
ку пористих ФГ сендвіч-пластин складної геометричної форми.  

Постановка задачі 
Розглянемо пористу ФГ сендвіч-пластину довільної геометричної форми, що стискується си-

лами в серединній площині. Припускається, що зовнішні шари виготовлено із ФГМ, а саме із суміші 
металу і кераміки, а внутрішній шар (заповнювач) є керамічним. Необхідно визначити критичне на-
вантаження і власні частоти пластини, якщо у зовнішніх шарах присутня пористість, а розподілення 
часткових долей кераміки відбувається за різними законами, а саме за степеневим і сигмовидним. 

2.1. Механічні властивості ФГМ 
Будемо розглядати два типи розподілення пористості у ФГ шарах: рівномірний і нерівномір-

ний. Ефективні механічні властивості ФГМ (модуль пружності Е і густина матеріалу ρ) у разі рівно-
мірного розподілення пористості визначаються за формулами (1) [7–10]: 
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Для нерівномірного розподілення вони задаються наступними виразами: 
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де α – це коефіцієнт пористості, а V(1), V(2), V(3) – часткові долі кераміки, які визначаються залежно від 
прийнятого закону розподілення часткових долей кераміки (рис. 1, а–б). 

Наприклад, для степеневого закону (P-law, рис. 1, а) вони можуть бути визначеними згідно з 
наступними формулами [9]: 
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а      б 

Рис. 1. Зміна частки керамікі вздовж товщини пластини:  
а – за степеневим законом; б – за сигмовидним законом 

Математична постановка задачі в рамках уточненої зсувної теорії першого порядку 
Для аналізу стійкості і коливань пластини будемо використовувати теорію деформації зсуву 

першого порядку [17]. Тоді переміщення u, v, w в будь-якій точці пластини визначаються як функції 
переміщень середньої поверхні u0, v0 та w0 у напрямках осей Ox, Oy й Oz і незалежних поворотів 
ψx, ψy поперечної нормалі до середньої поверхні навколо осей Oy і Ox відповідно: 
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Напруження для кожного r-го шару визначаються згідно із законом Гука як: 





































































































yz

xz

xy

y

x

yz

xz

xy

y

x

zQ

zQ

zQ

zQzQ

zQzQ

)(0000

0)(000

00)(00

000)()(

000)()(

}{

44

55

66

2212

1211

,  

 
22211

1

)(
)()(




zE
zQzQ ; )()( 1112 zQzQ  ; 

)1(2

)(
)()()( 665544 


zE
zQzQzQ .  (5) 

Зусилля N=(Nx, Ny, Nxy)
т, моменти M=(Mx, My, Mxy)

т і перерізуючі сили Q=(Qx, Qy)
т після інтег-

рування вздовж товщини обчислюються за формулами  
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2  BAKQ s ,  (6) 

де 2
sK  визначає коефіцієнт зсуву. У даній роботі він приймається рівним 2

sK =5/6. Зауважимо, що 
елементи Aij, Bij, Dij матриць [A], [B] і [D] у виразах (6) обчислюються за формулами 
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де z1=-h/2; z2=h1; z3=h2; z4=h/2. Величини )(r
ijQ (i, j=1, 2, 6) визначаються за формулами (5). 

Представимо аналітичні вирази для обчислення елементів Aij, Bij, Dij матриць [A], [B] і [D] для 
двох випадків розподілу пористості. Для скорочення вводимо такі допоміжні позначення: 
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У цьому випадки вирази для Aij, Bij, Dij набувають наступного вигляду: 
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Верхні індекси відповідають типу пористості: 1 – рівномірне розподілення; 2 – нерівномірне. 
Формально ці вирази будуть однакові для обох законів (P-ФГМ) і (S-ФГМ). Різними будуть тільки 

вирази для доданків )(
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Для випадку степеневого закону (P-ФГМ) ці вирази мають на-
ступний вигляд: 
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Вирази для доданків )2,1(
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Для сигмовидного закону (S-ФГ) вирази для )(
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gD  мають наступний вигляд:
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Вирази )2,1(
11P , )2,1(

12P , )2,1(
13P  для обох законів P-S-ФГ мають однакову форму (7). 

Усі інші елементи A12, A66, B12, B66, D12, D66 визначаються за допомогою одержаних формул 
для A11, B11, D11, а саме: 
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Припустимо, що на пластину діє стискуюче статичне навантаження pst, а всі зовнішні сили 
змінюються пропорційно параметру λ. Основні диференціальні рівняння рівноваги пластини, що на-
вантажена в серединній площині, мають наступний вигляд: 
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де Nx, Ny, Nxy – зусилля, які характеризують докритичний стан пластини;  
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Рівняння руху (8) доповнюються відповідними граничними умовами. 

Метод розв’язання 
У загальному випадку докритичний стан пластини може бути неоднорідним. Наприклад, це 

стосується пластин з отворами, або коли діє складне навантаження, у разі пластин складної геомет-
ричної форми та ін. З огляду на це важливо передусім визначити докритичний стан пластини, тобто 
знайти зусилля в серединній площині {N0}=(Nx

0, Ny
0, Nxy

0)т. Враховуючи, що пластина залишається 
плоскою, при знаходженні цих зусиль величинами w, ψx, ψy можна нехтувати. Отже, вважатимемо, що 
докритичний стан пластини моделюється наступною системою рівнянь  
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Система (9) доповнюється такими граничними умовами на навантаженій частині границі ∂Ω1: 
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Оператори Nn, Tn визначаються як: 
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 ; ),cos( Oynm


 ; вектор n


 – це нормальний вектор до границі області. Вид крайових 
умов на ненавантаженій частині області визначається способом закріплення цієї частини границі.  
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Задачу (9–10) розв’язуватимемо методом Рітца разом з теорією R-функцій [18]. Тому предста-
вимо варіаційну постановку задачі (9–10), яка зводиться до знаходження екстремуму наступного фу-
нкціоналу: 

 dsvupdNNNvuI st
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де  
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0
0 }]{[}{  AN ; };;{}{ ,0,0,0,00 xyyx vuvu  . 

Розв’язання крайової задачі (9–10) або варіаційної проблеми (11) дозволяє визначити перемі-
щення u0, v0, а отже, і сили {N0} в серединній площині, які характеризують докритичний стан пластини. 

Щоб знайти критичне навантаження, будемо, як і раніше [15, 16], застосовувати динамічний 
підхід [19]. Для цього необхідно знайти екстремум функціоналу:  
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Величину параметру pst збільшуватимемо, поки частота ωL буде дійсним числом. Величина 
критичного навантаження Ncr визначається значенням параметру pst, яке відповідає найменшому не-
від’ємному значенню квадрата частоти. Величини I0, I1, I2 формулі (12) обчислюються як наступні 
інтеграли 
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З урахуванням того, що густина маси r-го шару визначається за формулами (1–3), були одер-
жані аналітичні вирази для обчислення I0, I1, I2: 

– для степеневого закону (P-law) 
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Вирази для gIA11 , gIB11 , gID11  представлені нижче 
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– для сигмовидного закону (S-law) 
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Вирази для )2,1(
11P , )2,1(

12P , )2,1(
13P  

у формулах (13) мають форму (7). 
Мінімізація функціонала 

(12) виконується методом Рітца. По-
слідовність координатних функцій 
була побудована за допомогою тео-
рії R-функцій [18]. 

Числові результати 
Тестові задачі 

Тестування представленого 
алгоритму виконано для наступних 
прикладів. Нехай квадратна шарні-
рно оперта ФГ сендвіч-пластина 
стиснута зусиллями рівномірно з 
усіх сторін. Зовнішні шари вигото-
влено з ФГМ Al/Al2O3, а заповню-
вач – металевий. Товщини шарів і 
градієнт індекс p варіюються. Від-
ношення загальної товщини плас-
тини р до довжини сторони квадра-
та 2а прийнято рівним 0,1, тобто 
h/(2a)=0,1. Властивості обох мате-
ріалів для ФГМ суміші Al/Al2O3 є 
наступними [9, 17]: Al – Em=70 ГПа; 
νm=0,3; ρm=2707 кг/м3; Al2O3 – 
Ec=380 ГПа; νc=0,3; ρc=3800 кг/м3. 

Аналогічна задача була роз-
глянута в роботі [10]. У табл. 1 наве-
дено порівняння одержаних резуль-
татів для безрозмірного критичного 

навантаження 
3

0100 hE

N
N cr

cr 


 (де 

E0=1 ГПа; ρ0=1 кг/м3) з результатами 
роботи [10] для ФГМ Al2O3/Al, p=2. 
Розглянуто різні схеми розташування 
шарів h(1)–h(2)–h(3). Величини 
h(1), h(2), h(3) визначають товщину ша-
рів і дорівнюють h(1)=h1+h/2; h(2)=h2–
h1; h

(3)=h/2–h2. 
У табл. 2 наведено порівнян-

ня одержаних результатів для основ-

ної власної частоти 
0

0
2)2(

Eh

a 
  

вільно опертої пластини із зовнішні-
ми шарами, виготовленими із ФГМ 
(Al2O3/Al, p=2), з аналогічними ре-
зультатами роботи [10]. 

Таблиця 1. Порівняння критичного навантаження з відомими 
результатами для квадратної шарнірно закріпленої пластини, 

стиснутої вздовж всієї границі рівномірними зусиллями (Al2O3/Al, p=2) 

Тип  
пористості 

α Метод 1-0-1 1-1-1 1-2-1 2-1-2 

[10] 1,7786 2,4045 2,9934 2,0828 P-ФГМ 0 
RFM 1,7681 2,3920 2,9830 2,0715 
[10] 1,3623 1,9972 2,6223 1,6648 0,1 
RFM 1,3783 2,1980 2,0647 1,6850 
[10] 0,9303 1,6046 2,2654 1,2621 

P-І 
(рівном.) 

0,2 
RFM 0,9870 1,6451 2,3072 1,2573 
[10] 1,6660 2,2576 2,8409 1,9485 0,1 
RFM 1,6686 2,2633 2,8501 1,9515 
[10] 1,5633 2,1134 2,6927 1,8181 

P-II 
(нерівн.) 

0,2 
RFM 1,5695 2,1335 2,7181 1,8325 
[10] 2,2554 3,0372 3,6296 2,6673 S-ФГМ 0 
RFM 2,2441 3,0265 3,6219 2,6560 
[10] 1,8310 2,6215 3,2501 2,2416 0,1 
RFM 1,8541 2,6381 3,2325 2,2681 
[10] 1,4224 2,2216 2,8861 1,8323 

S-I 
(рівном.) 

0,2 
RFM 1,4565 2,2496 2,8451 1,8772 
[10] 2,1429 2,8844 3,4716 2,5287 0,1 
RFM 2,1465 2,8962 3,4882 2,5365 
[10] 2,0326 2,7359 3,3184 2,3937 

S-II 
(нерівн.) 

0,2 
RFM 2,0462 2,7675 3,3561 2,4182 

Таблиця 2. Порівняння безрозмірного параметра власної частоти 
квадратної вільно опертої ФГ сандвіч пластини  

з відомими результатами, p=2, h/(2a)=0,1 

α Метод 1-0-1 1-1-1 1-2-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1 
 P-І, ФГМ 

[10] 1,0615 1,1885 1,3024 1,1225 1,2439 1,1653 0 
RFM 1,0584 1,1857 1,3002 1,1195 1,2415 1,1627 
[10] 0,9826 1,1207 1,2493 1,0471 1,1819 1,0935 0,1 
RFM 0,9885 1,1271 1,2549 1,0531 1,1880 1,1007 
[10] 0,8787 1,0420 1,1915 1,9549 1,1105 1,0056 0,2 
RFM 0,8913 1,0551 1,2026 0,9684 1,1228 1,0188 

 P-ІІ, ФГМ 
[10] 1,0556 1,1708 1,2842 1,1084 1,2270 1,1512 0,1 
RFM 1,0565 1,1725 1,2864 1,0941 1,2277 1,1512 
[10] 1,0521 1,1526 1,2658 1,0939 1,2097 1,1376 0,2 
RFM 1,0544 1,1581 1,2717 1,0984 1,2126 1,1383 

 S-І, ФГМ 
[10] 1,1617 1,3119 1,4155 1,2427 1,3594 1,2797 0 
RFM 1,1588 1,3096 1,4137 1,2401 1,3573 1,2774 
[10] 1,1039 1,2595 1,3718 1,1862 1,3113 1,2262 0,1 
RFM 1,1105 1,2676 1,3792 1,1942 1,3189 1,2339 
[10] 1,0315 1,2011 1,3256 1,2076 1,2580 1,1632 0,2 
RFM 1,0467 1,2173 1,3399 1,1371 1,2732 1,1797 

 S-ІІ, ФГМ 
[10] 1,1615 1,2992 1,4001 1,2340 1,3470 1,2712 0,1 
RFM 1,1641 1,3029 1,4046 1,2374 1,3502 1,2740 

0,2 [10] 1,1620 1,2864 1,3859 1,2255 1,3346 1,2628 
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Стійкість і вільні коливання пластин складної геометричної форми 
Порівняння даних у табл. 1 та 2 

свідчить про добрий збіг отриманих 
результатів із відомими в літературі. 
Цей факт дозволяє нам розглянути пла-
стини складної геометричної форми з 
вирізами, як показано на рис. 4 і 5. 

Геометричні параметри при-
йнято наступними: b/2a=0,75; 
a1/2a=0,35; b1/2a=0,15; R/2a=0,2; 
h/2a=0,1. Рівняння границі даної обла-
сті ω(x, y)=0 побудуємо, використо-
вуючи теорію R- функцій, де  

 

Рис. 4. Форма сендвіч-
пластини 

 

Рис. 5 Схема навантаження пластини 
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де операції 00 ,  мають такий зміст: 22
0 sksksk ffffff   – R-кон’юнкція, яка описує перетин 

областей, визначених аналітичними нерівностями 0kf , 0sf ; 22
0 sksksk ffffff   – R-

диз’юнкція, що описує об’єднання областей, визначених аналітичними нерівностями 0kf , 0sf . 
Розглянемо два типи крайових умов: 
– ГУ-І. Пластина, жорстко закріплена 

вздовж сторін x=±a, y=±b, тобто на частинах гра-
ниці, де діють стискаючі зусилля, інша частина 
контуру вважається вільною. 

– ГУ-ІІ. Пластина, жорстко закріплена 
вздовж всього контуру. 

У табл. 3 наведено значення критичного 

навантаження 
3
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 для різних схем тов-

щин шарів та для різних законів розподілення по-
ристості при фіксованому значенні об’ємної долі 
кераміки р=2. 

Таблиця 3. Критичне навантаження для пористої 
пластини складної геометричної форми  
з граничними умовами ГУ-І, p=2; Al/Al2O3 

Закон α 1-0-1 1-1-1 1-2-1 2-1-2 
0 4,6550 6,3150 7,8356 5,469 

0,1 3,6450 5,3540 6,9785 4,474 P-І 
0,2 2,6330 4,3840 6,1112 3,465 
0,1 4,3935 5,9800 7,4950 5,162 

P-ІІ 
0,2 4,1315 5,6420 7,1550 4,847 
0 5,9157 7,9440 9,4580 6,990 

0,1 4,9095 6,9470 8,6050 6,002 S-І 
0,2 3,8959 6,0385 7,7530 5,005 
0,1 5,6702 7,6111 9,1221 6,681 

S-ІІ 
0,2 5,3928 7,2755 8,7850 6,371  

На рис. 6, а–б показано вплив градієнтного індексу на власні частоти коливань сендвіч-
пластин для різних схем розташування шарів при рівномірному й нерівномірному розподіленні пори-
стості, якщо значення коефіцієнта пористості α=0,1. 

Порівнюючи рис. 6, а і рис. 6, б, можна зробити наступні висновки: в обох випадках при збі-
льшенні градієнтного індексу частоти зменшуються. Починаючи з р=5, зменшення проходить досить 
плавно, тобто вплив градієнтного індексу буде незначним; найбільші значення частот мають пласти-
ни у разі схеми 1–2–1 як при рівномірному розподіленні пористості, так і нерівномірному, що добре 
узгоджується із фізичним змістом. У цьому разі доля кераміки буде найбільшою, а пластина буде 
найбільш жорсткою. Для сигмовидного закону (рис. 6, б) товщини шарів більш суттєво впливають на 
частоти, ніж для степеневого закону (рис. 6, а). 
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Рис. 6. Власні частоти пористої сендвіч-пластини, ГУ-І:  
а – Р-ФГМ; б – S-ФГМ 

 

Рис. 7. Власні частоти пластини, 
закріпленої вздовж всього контуру,  
(P-ФГМ та S-ФГМ) без пористості 

 

Рис. 8. Вплив коефіцієнта пористості на 
власні частоти (Р-ФГМ та S-ФГМ) 

пластини для схеми (1-1-1) 

 
а 

 
б 

На рис. 7 пред-
ставлені графіки пове-
дінки частот для жорс-
тко закріплених вздовж 
всього контуру пластин 
для двох законів роз-
поділення об’ємної до-
лі кераміки P-ФГМ та 
S-ФГМ за умови відсу-
тності пористості, α=0. 

Вплив коефіці-
єнта пористості на вла-
сні частоти таких плас-
тин для схеми розта-
шування шарів (1–1–1) 
показано на рис. 8. Як 
видно, зміна коефіцієн-
та пористості в обра-
них межах 0≤α≤0,2 
майже не впливає на 
поведінку жорстко за-
кріпленої пластини як 
для сигмовидного, так і 
для степеневого зако-
нів. Для степеневого 
закону цей вплив більш 
суттєвий, хоча також 
незначний. 

На рис. 9, а–б 
представлені графіки 
поведінки частот для 
пористих жорстко за-
кріплених вздовж всьо-
го контуру пластин 
(ГУ-ІІ) при нерівномі-
рному розподіленні 
пористості для двох 
законів P-ФГМ і  
S-ФГМ зміни об’ємної 
частки кераміки: а – 
α=0,1; б – α=0,2). Роз-
глянуто різні схеми 
розташування шарів: 
1–0–1; 1–1–1; 1–2–1;  
2–1–2. 

Рис. 9. Власні частоти пористої сендвіч-пластини,  
закріпленої вздовж всього контура (ГУ-ІІ):  

а – α=0,1; б – α=0,2 

Із наведених графіків випливає, що частоти мають більші значення при сигмовидному законі 
зміни ефективних властивостей матеріалу для всіх розглянутих схем величин товщин. На зменшення 
власних частот найбільш суттєво впливають значення градієнтного індексу від 0 до 5. Зміна парамет-
ра пористості несуттєво впливає на значення частот. Більш наглядно це видно з графіка рис. 8. 
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Перспективи подальших досліджень 
Найбільш суттєвими подальшими дослідженнями розглянутої теми, на думку авторів, є вико-

ристання теорій вищого порядку, розробка методів дослідження стійкості ФГ сендвіч-пластин при 
сумісному температурному й механічному навантаженнях. 

Висновки 
Запропоновано аналітично-числовий підхід для дослідження стійкості і коливань пористих 

ФГ пластин, який базується на використанні теорії R-функцій та варіаційних методів. 
Показано і підтверджено на прикладах те, що розроблений метод дозволяє досліджувати пористі 

ФГ пластини з урахуванням неоднорідного докритичного стану й складною геометричною формою. 
Вивчено вплив показника степеня розподілу об’ємних часток складових матеріалів і різних 

законів розподілення пористості (P-ФГМ та S-ФГМ) на власні частоти й критичне навантаження  
Одержано аналітичні вирази для обчислення ефективних властивостей ФГМ для рівномірного 

й нерівномірного розподілення пористості для сигмовидного і степеневого законів.  
Проаналізовано стійкість і коливання пластини складної геометричної форми під дією сил у 

серединній площині. 
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