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На практиці часто зустрічаються з’єднання у вигляді циліндричних 
шарнірів. Проте точні методи для розрахунку подібних моделей від-
сутні. З огляду на це створення алгоритмів розв’язання таких задач є 
актуальним. У поданій роботі розв’язана просторова задача теорії 
пружності для нескінченого шару з двома циліндричними шарнірами й 
циліндричною порожниною, розташованими паралельно одна одній та 
паралельно поверхням шару. Циліндричні врізані шарніри подані у ви-
гляді порожнин із заданими на них умовами контактного типу (нор-
мальні переміщення й дотичні напруження). На поверхнях шару і на 
поверхні порожнини задані напруження. Шар розглядається у декар-
товій системі координат, циліндричні порожнини – у локальних цилі-
ндричних. Просторова задача теорії пружності розв’язується за до-
помогою узагальненого методу Фур’є, які застосовуються до рівнянь 
Ламе. Задовольняючи граничним умовам, створюється система не-
скінчених лінійних алгебраїчних рівнянь, до яких застосовується ме-
тод редукції. У числовому дослідженні точність виконання граничних 
умов склала 10-3 для значень напружень від 0 до 1 при порядку системи 
рівнянь (членів ряду Фур’є) m=4. При збільшенні порядку системи рів-
нянь точність розрахунків збільшується. Аналіз напруженого стану 
проведений при різній відстані між опорами. Отримані результати 
свідчать, що зі збільшенням цієї відстані напруження на опорних ци-
ліндричних поверхнях шару і на циліндричній поверхні порожнини зме-
ншуються. Перерозподіл цих напружень відбувається на верхню й 
нижню поверхні шару, де напруження збільшуються і перевищують 
задані. Отримані числові результати можуть бути використані при 
прогнозуванні геометричних параметрів під час проєктування. 

Ключові слова: шар з циліндричними порожнинами, узагальнений 
метод Фур’є, умови контактного типу. 

Вступ 
При проєктуванні деталей машин і механізмів в галузях машино- й авіабудування необхідно 

мати максимально точний розподіл напруженого стану в тілі. Задля цього важно обрати найбільш 
точний метод отримання результатів розрахунку. 

Під час такого проєктування часто зустрічаються моделі зі з’єднанням у вигляді циліндричного 
шарніру. 

На цей час подібні задачі розв’язуються методами будівельної механіки або числовими мето-
дами, такими як метод скінчених елементів [1, 2]. Так, у дослідженні [3] використовується метод скі-
нчених елементів для аналізу напружено-деформованого стану півпростору, підкріпленого плитою, з 
вертикальною циліндричною порожниною, армованою оболонкою. Проте припущення методів буді-
вельної механіки допускають суттєве змінення моделі, а числові методи є наближеними і не врахо-
вують нескінчені границі тіла. Це не дає високої точності і впевненості у кінцевому результаті [4]. 

Застосування аналітичних методів [5, 6] дає точні результати, але вони не можуть враховува-
ти більше трьох просторових граничних поверхонь. 

Багато робіт присвячено шару з циліндричною порожниною або включенням, перпендикуля-
рним до їх поверхні [7–11]. Один із підходів до вирішення цієї проблеми полягає в розв’язанні задачі 
для шару з циліндричною порожниною за припущення ідеальних умов контакту на верхній і нижній 
межах шару [7]. Подібна ситуація також розглядалася в роботі [8], коли нижня поверхня шару була 
жорстко закріплена. У цих дослідженнях [7, 8] використовувалися інтегральні перетворення Лапласа 
й інтегральні синус- і косинус-перетворення Фур’є. Ці методи застосовано до граничних умов і осе-
симетричних рівнянь руху, які створюють одновимірну векторну неоднорідну крайову задачу. Однак 
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вони не можуть допомогти ефективно вирішити проблеми з декількома граничними поверхнями і 
обмежуються розв’язанням лише задач дифракції хвиль. 

У дослідженні [9] проведено аналіз напружень перфорованих пластин за допомогою генетич-
ного алгоритму (GA), алгоритму гравітаційного пошуку (GSA) і алгоритму Bat (BA). Однак застосо-
вані методи також є наближеними й не гарантують точності кінцевого результату. 

У роботі [10] розглядалося кручення пружного півпростору з вертикальною циліндричною 
порожниною, коаксіальним штампом. Задача була зведена до інтегральних рівнянь другого роду, що 
дозволило отримати високоточні значення напруженого стану тіла. 

У дослідженні [11] для композитних ламінованих пластин із круглими поперечними вирізами 
розроблено аналітичний розв’язок на основі методу шарового збивання. Однак методи, застосовані в 
цих задачах при поперечному розташуванні порожнини або включення [5, 6], не можуть бути вико-
ристані для розв’язання задачі для шару з поздовжніми циліндричними порожнинами. 

Означений тип задач також може бути розв’язаний методами, що використовуються для розра-
хунку композитних матеріалів. Ці методи дозволяють врахувати нелінійність заданої моделі. При цьо-
му циліндричні шарнірні опори можна розглядати як абсолютно жорсткі елементи. Подібні методи ви-
користовуються в роботах [12–15]. Так, у роботі [12] розглядається задача визначення динамічного на-
пруженого стану у двох з’єднаних внахлест стрижнях різної довжини. Навантаження промодельовано 
повздовжньою силою, прикладеною до одного зі стрижнів. Під час розв’язку використовувалася модель 
клейового з’єднання Голанда-Рейснера. У роботі [13] вивчено поведінку багатошарових конструкцій 
під час дії на них динамічного навантаження при поперечному ударі. Для розв’язку використана теорія 
двовимірної дискретної структури. При цьому розв’язок базується на розкладанні вектора переміщень 
кожного шару у степеневий ряд. Теоретично отримані результати корелюють з експериментальними 
даними, отриманими при проведенні досліджень. Роботи [14] і [15] присвячені вивченню напруженого 
стану в авіаційних багатошарових склопакетах. При цьому в [14] склопакет розглядається як незамкну-
та циліндрична багатошарова оболонка постійної товщини, а термонапружений стан виникає від дії 
міжшарових плівкових джерел тепла. Для описаної задачі отримано аналітичне рішення. Робота [15] 
присвячена створенню методу оцінки міцності багатошарового склопакету при зіткненні з птахом і ме-
тодики оцінки надлишкового тиску при означеному зіткненні. Для розв’язку застосовується уточнена 
теорія врахування першого порядку поперечних зсувних деформацій, зменшення товщини й інерції 
обертання елемента кожного шару. 

Загальним недоліком методів, застосованих у роботах [12–15], є неможливість врахування 
нульових переміщень у зонах контакту з циліндричними шарнірами. 

Для врахування поздовжніх неоднорідностей у шарі найбільш ефективним є аналітико-
числовий узагальнений метод Фур’є [16], який дозволяє за допомогою функцій переходу між базис-
ними розв’язками рівняння Ламе поєднувати розв’язання задачі в різних системах координат. 

Так, за допомогою узагальненого методу Фур’є розв’язані задачі для пружного циліндра з цилін-
дричними порожнинами [17, 18] або циліндричними включеннями [19], а також для півпростору зі сферо-
їдальною порожниною [20]. Проте для розрахунку шару з циліндричною порожниною необхідно застосо-
вувати формули переходу базисних розв’язків між циліндричною й декартовою системами координат. 

Такі формули переходу враховуються для півпростору з циліндричною порожниною в роботі 
[21], для шару з циліндричною порожниною – у роботах [22, 23], для шару з суцільним циліндричним 
включенням – у роботі [24] та шару з циліндричною товстостінною трубою – у роботі [25]. Проте в цих 
роботах [21–25] не застосовуються формули переходу між локальними циліндричними системами ко-
ординат, що не дозволяє розв’язувати задачу з декількома циліндричними неоднорідностями. 

У роботі [26] розв’язана задача для шару з двома циліндричними врізаними в нього опорами, 
а в роботі [27] – задача для шару з двома суцільними циліндричними включеннями й мішаними гра-
ничними умовами. Однак у цих роботах не застосовуються формули переходу між зсунутими цилін-
драми, що дозволяє розглядати тільки дві циліндричні неоднорідності.  

У роботі [28] розв’язана задача теорії пружності для шару жорстко поєднаним із трьома врі-
заними опорами, у ній також враховані формули переходу між зсунутими циліндрами, але на поверх-
нях порожнин застосовується інший вид граничних умов (переміщення). Проте для розрахунку зада-
чі, що містить циліндричний шарнір, необхідно застосувати умови контактного типу. 
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Зважаючи на наявність розрахункових схем у вигляді шару з циліндричними шарнірами й ци-
ліндричною порожниною, створення методу розрахунку таких задач є актуальною. Тож для високо-
точного розрахунку буде застосований узагальнений метод Фур’є. 

Постановка задачі 
Пружний однорідний шар розташований на 

двох циліндричних врізаних у нього шарнірах і має 
поздовжню циліндричну порожнину, яка паралель-
на його межам (рис. 1). 

Циліндричні врізані шарніри представимо у 
вигляді порожнин із заданими на них умовами кон-
тактного типу. Позначимо радіуси порожнин Rp, де 
p – номер порожнини. Шар представлений у декар-
товій системі координат (x, y, z), порожнини в ло-
кальних циліндричних системах координат 

(ρp, φp, z). Відстань до меж шару y = h та y = – h
~

. 

 
Рис. 1. Шар із двома врізаними циліндричними 

шарнірами й циліндричною порожниною 
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Усі задані функції вважатимемо швидко спадаючими від початку координат по осі z і осі x. 

Метод розв’язання 
Оберемо базисні розв’язки рівняння Ламе для декартових і циліндричних систем координат у 

вигляді [16] 
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

,  – розв’язки рівняння Ламе для шару; σ – коефіцієнт Пуассона. 
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Розв’язання задачі представимо у вигляді [28] 
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 (4) 

де   ;,,, zS ppmk


,     ,;,, zyxuk


 і     ,;,, zyxuk


 – базисні розв’язки, задані формулами (3), а не-

відомі функції  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB ,  необхідно знайти з граничних умов (1) і (2). 

Перехід між базисними розв’язками в різних системах координат здійснюватиметься за допо-
могою формул [16]:  

– для переходу від базисних розв’язків mkS ,


 циліндричної системи координат до розв’язків 

шару  
ku


 (при y>0) і  
ku


 (при y<0) 
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де 22  ,  






 , , ,2,1,0 m  ; 

– для переходу від базисних розв’язків  
ku


 і  
ku


 шару до розв’язків mkR ,


 циліндричної сис-

теми координат 
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 – орти в циліндричній системі координат; 

– для переходу від базисних розв’язків циліндру з номером p до розв’язків циліндру з номером q  
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де αpq – кут між віссю xp та відрізком qp ,       xKxsignxK m
m

m 
~

. 
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Відстань і кут повороту між паралельно зсунутими порожнинами розраховується за формулами 
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Для врахування граничних умов на верхній і нижній межах шару до функції (4) застосуємо 

формули переходу (5), переписавши базисні розв’язки   ;,,, zS ppmk


 у декартовій системі коорди-

нат через     ,;,, zyxuk


 при y=h і     ,;,, zyxuk


 при y= – h

~
. Після цього до правої частини засто-

суємо оператор напруження. Отриманий вектор прирівняємо при y=h заданому  zxFh ,0


, а при y= – h
~

 

– заданому  zxF
h

,0
~


, які попередньо представимо через подвійний інтеграл Фур’є. Звільнившись від 

інтегралів у правій та лівій частинах, отримаємо шість рівнянь (по одному на кожну проекцію) з 15-

ма невідомими  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB , . 

Із цієї системи рівнянь знайдемо  ,kH  і  ,
~

kH  через    p
mkB , . 

Для врахування граничних умов у напруженнях на порожнині p=1 перепишемо базисні 

розв’язки другого   ;,, 22, zS mk


 і третього   ;,, 33, zS mk


 циліндрів через базисні розв’язки 

  ;,, 11, zR mk


 першого циліндра, застосувавши формули переходу (7). Також перепишемо базисні 

розв’язки     ,;,, zyxuk


 і     ,;,, zyxuk


 шару через базисні розв’язки   ;,, 11, zR mk


 першого 

циліндра, застосувавши формули переходу (6). Після цього застосуємо оператор напруження до цієї 

правої частини. Отриманий вектор при ρ1=R1, прирівняємо заданому  zU ,1
)1(

0 


, представленому че-
рез ряд та інтеграл Фур’є. Так отримаємо три рівняння для першого циліндра. 

Для врахування граничних умов контактного типу на порожнинах p=2, p=3 перепишемо пра-
ву частину (4), за допомогою формул переходу (5) і (6), в локальній циліндричній системі координат 

кожної порожнини p1 через базисні розв’язки mkmk SR ,, ,


. Після цього ці базисні розв’язки, при k=2 

та k=3 перепишемо в напруженнях. Отриманий вектор, при ρp=Rp, прирівняємо заданим (2), представ-
леним через ряд та інтеграл Фур’є. Так отримаємо шість рівнянь для другого та третього циліндрів. 

У результаті для кожного циліндра з номером p отримаємо по три нескінчених системи ліній-

них алгебраїчних рівняння відносно    p
mkB , , які містять  ,kH  і  ,

~
kH . Таким чином, ми отрима-

ємо 9 інтегро-алгебраїчних рівнянь із  ,kH ,  ,
~

kH ,    p
mkB , . Виключивши з цих рівнянь знайдені 

раніше  ,kH  і  ,
~

kH  через    p
mkB ,  і звільнившись від рядів по m і інтегралів по λ, отримаємо 9 

нескінчених лінійних алгебраїчних рівнянь другого роду для визначення невідомих    p
mkB , . 

Знайдені невідомі    p
mkB ,  підставимо у вираз для  ,kH  і  ,

~
kH . Так будуть знайдені всі 

невідомі виразу (4). 
До отриманих нескінченних систем рівнянь застосований метод редукції. Точність виконання 

граничних умов при числовому дослідженні показали високу збіжність розв’язання цієї системи лі-
нійних алгебраїчних рівнянь. 
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Числові дослідження напруженого стану 
Пружний ізотропний шар містить два циліндричних шарніри і циліндричну порожнину (рис. 1). 

Фізичні характеристики матеріалу (ABS пластик): коефіцієнт Пуассона =0,38, модуль пружності 

E=1700 Н/мм2. Геометричні параметри моделі: R1=R2=R3=5 мм, h=15 мм, h
~

=15 мм, α12=0, α13=. Від-
стань між порожнинами обрана у двох варіантах L12=L13=30 мм та L12=L13=40 мм. 

На верхній межі шару задані нормальні напруження у вигляді одиничної хвилі 
       2222228 101010,


 xzzxh

y  і нульові дотичні напруження     0 h
yz

h
yx , на нижній межі 

шару – нульові напруження          0,,,
~~~

 zxzxzx h
yz

h
yx

h
y . На порожнині p=1 задані нульові на-

пруження       0111   z , на порожнинах p=2, p=3 задані умови контактного типу 
         0,,, 210  zzzU ppp . 

Нескінчена система була зрізана по параметру m=4 (кількість членів ряду Фур’є і порядок си-
стеми рівнянь).  

Точність виконання граничних умов при вказаних m і заданих геометричних параметрах ста-
новить не менше ніж 10-3 при значеннях від 0 до 1. Це відповідає роботі [22], де проведений ґрунто-
вний аналіз збіжності результатів при різних значеннях m і відстані між шаром і порожнинами. 

На рис. 2 надано графік заданих напружень σy і відповідних їм напружень σx на верхній та 
нижній поверхнях шару при z=0. 

Напружений стан (рис. 2) свідчить про те, що верхня частина шару стиснута, нижня розтягну-
та. Це є фізично коректним у порівнянні з балкою на двох опорах. 

При збільшенні відстані між опорами напруження σx на верхній і нижній поверхнях шару зрос-
тають і перевищують задані. Максимальні значення напруження виникають на верхній поверхні шару 
і при L12=L13=30 мм дорівнюють σx= –1,269 МПа, а при L12=L13=40 мм – σx= –1,332 МПа.  

На рис. 3 зображено напруження σρ вздовж циліндричної порожнини, що торкається правої 
опори (p=2) при z=0.  

Максимальні напруження σρ виникають на лівій бічній стороні циліндра (рис. 3). Це відбува-
ється за рахунок бокового тиску заданим навантаженням на опори. 

 

Рис. 2. Напруження на верхній і нижній поверхнях 
шару 

 

Рис. 3. Напруження σρ на поверхні порожнини p=2 

 

Рис. 4. Напруження σφ на поверхні порожнини p=2 

 
Рис. 5. Напруження σz на поверхні порожнини p=2 
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Максимальними напруженнями є від’ємні σρ= –0,3336 МПа при L12=L13=30 мм і =2,5 у верх-
ній частині циліндра. При збільшенні відстані між опорами максимальні напруження σρ зменшуються, 
зміщуючись до горизонтальної осі в бік навантаження. 

Графік напружень σρ вздовж циліндричної порожнині, що торкається лівої опори (p=3), симе-
тричний рис. 3 відносно вертикальної осі. 

На рис. 4. надано графік напружень σφ вздовж правої опорної циліндричної порожнині (p=2) 
при z=0. 

У порівнянні з роботою [27], де опори жорстко поєднані з шаром, графік напружень σφ при 
умовах контактного типу на опорах має зворотній знак. Максимальні додатні напруження виникають 
при L12=L13=30 мм, φ=2,356 і досягають σφ=0,08975 МПа. Максимальні від’ємні напруження виника-
ють при L12=L13=30 мм, φ=3,927 і досягають σφ= –0,1094 МПа. 

На рис. 5 надано графік напружень σz вздовж правої опорної циліндричної порожнини (p=2) 
при z=0. 

Графік напруження σz має такий саме вигляд, як у роботі [27], тільки значення пропорційно 
куту менші. Максимальні значення напружень: при L12=L13=30 мм і =2,5 від’ємні σz= –0,068 МПа, 
при L12=L13=30 мм і =3,927 додатні σz=0,0785 МПа. 

На рис. 6. надано графік напружень σφ 
вздовж циліндричної порожнини p=1 при z=0. 

На поверхні вільної порожнини напруження 
σφ мають переважно від’ємні значення (рис. 6) за 
рахунок стискання навантаженням цієї порожнини 
між опорами. Розривні (додатні) напруження σφ ви-
никають тільки на невеликих ділянках у верхній та 
нижній частині порожнини. 

При збільшенні відстані між опорами мак-
симальні напруження незначно зменшуються 
(рис. 6). Так, максимальні значення напруження на 
вільній порожнині досягають при L12=L13=30 мм: 
додатні σφ=0,32476 МПа, від’ємні σφ= –0,7715 МПа. 

 
Рис. 6. Напруження σφ на поверхні порожнини 

p=1 

Висновки 
Розв’язана нова задача для шару, розташованого на двох врізаних у нього циліндричних шар-

нірах і який має одну додаткову циліндричну поздовжню порожнину.  
Шарніри представлені як повздовжні циліндричні порожнини із заданими на них умовами ко-

нтактного типу (нормальні переміщення й дотичні напруження). Це дозволило звести задачу до кла-
сичної моделі просторової теорії пружності. Для розв’язання задачі застосований аналітико-числовий 
узагальнений метод Фур’є, який дозволив отримати розв’язок із заданою точністю. 

Проведено числовий аналіз напруженого стану, який показує розподіл нормальних напружень 
залежно від відстані між опорами. Отримані результати свідчать про те, що із збільшенням цієї від-
стані максимальні напруження на поверхні циліндричної порожнини й опорних поверхнях зменшу-
ються. При цьому збільшуються напруження на верхній та нижній поверхнях шару. 

Запропонований метод розв’язання може бути застосований для більшої кількості циліндрич-
них порожнин або циліндричних шарнірів. Отриманий напружений стан дає змогу оцінити геометри-
чні параметри для моделей, що проєктуються на практиці. 

Подальші дослідження за темою мають проводитися у напрямку додавання захисних шарів і 
товстостінних циліндрів. 
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