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Надійна робота конструкцій та енергетичних машин пов’язана із 
забезпеченням термоміцності й довговічності їх елементів і вузлів. 
Нині на сучасному енергоринку склалася складна ситуація, облад-
нання працює у важких умовах, як наслідок, воно експлуатується 
на змінних режимах, що викликає прискорене спрацювання ресурсу. 
Забезпечення надійного використання енергетичних машин і конс-
трукцій різної складності вимагає розрахункової оцінки термоміц-
ності й довговічності їх елементів, що ґрунтується на застосуван-
ні нових методик і розрахункових моделей з урахуванням ряду важ-
ливих факторів, серед яких пошкоджуваність, неоднорідність вла-
стивостей матеріалу, вплив нестаціонарних температурних полів і 
наявність тріщин. Дана робота присвячена розвитку методики 
розрахунків росту тріщини в пластинчастих елементах конструк-
цій при циклічному навантаженні в пружно-пластичній постановці 
з використанням концепції накопичення розсіяних пошкоджень у 
матеріалі. У вершині тріщини моделюються процеси знакозмінно-
го пружно-пластичного деформування й тріщиностійкості мате-
ріалу з використанням даних випробувань на втому гладких зразків. 
Термонапружений стан конструкції на різних режимах наванта-
ження визначається за допомогою розробленого на основі методу 
скінченних елементів програмного забезпечення для кількох фіксо-
ваних глибин тріщини. У роботі розглянута кінетика поверхневої 
тріщини в пластині, з обох країв якої симетрично підростають 
тріщини при віднульовому циклічному навантаженні розтягуючи-
ми напруженнями. Пружно-пластичні задачі розв'язано для випад-
ків плоскої деформації і плоского напруженого стану, отримано 
амплітуди інтенсивностей деформацій і кількість циклів наван-
таження залежно від глибини підростання тріщини. Встановлено, 
що на руйнування матеріалу суттєво впливає вид напруженого 
стану. Оцінка розвитку тріщин із використанням концепції нако-
пичення розсіяних пошкоджень у матеріалі має переваги для плос-
ких і осесиметричних задач, оскільки не має обмежень для величини 
пластичної зони і невеликої глибини тріщини. Після деяких удоско-
налень розрахункова методика може бути використана і для три-
вимірних задач термопластичності. 

Ключові слова: кінетика тріщини, циклічне навантаження, ме-
тод скінченних елементів, криві малоциклової втоми. 

Вступ 
Оцінка надійності роботи конструкцій, що працюють в умовах інтенсивних термосилових нава-

нтажень, пов’язана із забезпеченням термоміцності й довговічності їх елементів [1–4]. При оцінюванні 
розрахункового ресурсу елементів енергомашин важливе значення має урахування їх живучості при 
наявності в них тріщини, яка може складати значну частину строку експлуатації [5]. Оцінити кінетику 
тріщини при циклічному навантаженні дає змогу широке використання положень механіки крихкого 
руйнування із застосуванням різних модифікацій рівнянь типу Періса [5–8] з урахуванням асиметрії 
циклу навантаження й ефекту закриття тріщини [9–12]. При застосуванні методик, у яких використову-
ється розмах коефіцієнта інтенсивності напружень для визначення параметрів, що входять до рівняння 
типу Періса, необхідні довготривалі складні експерименти на спеціальних зразках із тріщиною.  

Передусім вкажемо, що процедура експериментальних досліджень в’язкості руйнування при 
плоскій деформації стандартизована і не потребує спеціальних зразків із тріщиною. Для того, щоб вто-
мна тріщина залишалася гострою, а її вершина не стала тупою, циклічне навантаження не повинно бути 
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інтенсивним. Товщина зразка має бути значно більшою ніж розмір пластичної зони, щоб зона плоского 
напруженого стану була відносно малою порівняно із зоною плоскої деформації, інакше ми отримаємо 
властивості не матеріалу, а зразка. Крім того, необхідно, щоб розмір тріщини був більшим за зону плас-
тичності. Якщо необхідні критерії не виконані, то одержані значення в’язкості не будуть константою 
для матеріалу. 

Інший підхід для розрахунку кінетики тріщини базується на використанні параметрів розсія-
них пошкоджень матеріалу в її вершині [13–16]. Так, у [15–16] руйнування матеріалу у вершині трі-
щини при циклічному навантаженні визначається через амплітуди пружно-пластичних деформацій і 
криві малоциклової втоми для звичайних циліндричних зразків. Слід відмітити, що при цьому доці-
льно ураховувати масштабний фактор, оскільки руйнування матеріалу у вершині тріщини відбуваєть-
ся в малому об'ємі, де у порівнянні з гладкими зразками дефекти малоймовірні. З огляду на це кіне-
тика тріщини дещо швидше відбуватиметься при використанні параметрів розсіяних пошкоджень для 
звичайних зразків, що може давати запас по тріщиностійкості. 

У роботі [15] розрахунок кінетики тріщини проводився із застосуванням розв'язання пружної 
задачі методом скінченних елементів. Розподіл розмаху пружно-пластичних деформацій у вершині 
тріщини наближено визначався на основі методу Нейбера [17]. У роботі [16] розподіл розмаху пруж-
но-пластичних деформацій на шляху розвитку тріщини одержаний методом скінченних елементів із 
розв'язання задачі теорії пластичності. 

Скінченноелементна дискретизація згущається до вершини тріщини, яка моделюється тонким 
пропилом [18]. Як показали експериментальні дослідження Р. Б. Хейвуда, при циклічному наванта-
женні на втомну міцність не впливає радіус закруглення у вершині тріщини, менший за 0,1 мм. 

У роботі [19] розвиток тріщини в пластинчатих і осесиметричних конструкціях при багаторе-
жимному циклічному навантаженні з урахуванням контакту берегів тріщини визначався на основі 
використання концепції накопичення розсіяних пошкоджень у матеріалі. 

Постановка задачі дослідження розвитку тріщини 
Задача термопластичності розв'язується за допомогою розробленого на основі методу скінчен-

них елементів програмного забезпечення для декількох фіксованих глибин тріщин lk з інтервалом 0,5–
1,0 см. При цьому скінченні елементи згущаються до вершини тріщини з однаковою закономірністю за 
законом геометричної прогресії. Розмахи амплітуд інтенсивності пружно-пластичних деформацій у 
центрах скінченних елементів xm на шляху розвитку тріщини задаються у вигляді таблиць Δεm(xm, lk,j) 
для всіх глибин тріщин lk для кожного j-го режиму навантаження. Враховується відносна частка циклів 

Nj кожного j-го режиму навантаження 
N

N
d j

Nj   у загальній кількості N циклів. Шлях розвитку тріщини 

ділиться на відрізки dli довжиною близько 0,1 мм, на яких тріщина підростає стрибкоподібно при руй-
нуванні матеріалу в її вершині. Епюри амплітуди Δεm(xm, lk) інтенсивності пружно-пластичних дефор-
мацій в центрах елементів dli(xi) на шляху підростання тріщини обчислюються за допомогою квадрати-
чної інтерполяції з використанням таблиці Δεm(xm, lk,j). Ця операція дозволяє зменшити обчислювальні 
затрати майже у 100 разів порівняно з розв'язанням задачі методом скінченних елементів для кожного 
циклу підростання тріщини. Кількість циклів до руйнування Npj від j-го режиму навантаження визнача-
ється з кривих малоциклової втоми для відповідної температури, які задаються у вигляді таблиць.  

Для кожного наступного відрізка dli підростання тріщини кількість циклів до руйнування зме-
ншується як через зростання амплітуди інтенсивності деформацій при збільшенні тріщини, так і за 
рахунок накопичених пошкоджень Π(xi+1) на шляху підростання тріщини. 

Епюри максимальних амплітуд інтенсивностей деформацій для кожної поточної глибини тріщини 
Δεа

i(xi) знаходяться за допомогою квадратичної інтерполяції за трьома сусідніми епюрами Δεа
i(xi, lk,j) для 

фіксованих глибин тріщини lk. Це доцільно, оскільки вони зростають плавно з глибиною тріщини. 
Приріст пошкоджуваності в елементі dl(xi) за один узагальнений цикл навантаження від усіх 

kN режимів визначається 
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Кількість циклів до руйнування найближчого елемента dl(xi) до вершини тріщини глибиною li 

 
 
 i

i
i x

x
N





1

,  (2) 

де Π(xi) – накопичена пошкодженість у вершині тріщини за час її підростання до поточної глибини li.  
Пошкодженість в інших точках xi на шляху підростання тріщини після руйнування чергового 

елемента dl(xi) обчислюється за формулою  

       ...,2,1;   mNxxx imimimi  (3) 

Кількість циклів, за які тріщина досягає глибини l, знаходиться як сума циклів Ni від кожного 
стрибкоподібного підростання тріщини 

  
i

iNlN . 

Розглянемо пластину шириною 6 см, з обох країв якої симетрично під-
ростають тріщини. Їх початкова глибина дорівнює 0,4 см (рис. 1). Виконано 
розрахунки кінетики тріщини при віднульовому циклічному навантаженні 
розтягуючими напруженнями σz max= 300 МПа. У випадку плоскої деформації 
та плоского напруженого стану розрахункова схема будується для четвертої 
частини пластини з виконанням граничних умов симетрії: при y=0 – uz=τxz=0, а 
при z=0 – ux=τzx=0. 

У випадку тривимірної задачі відповідна розрахункова схема включає 

8

1
 частину пластини з умовами симетрії на її серединній площині y=0. 

Пружні характеристики матеріалу пластини складають: модуль Юнга 
E=200 000 МПа, коефіцієнт Пуассона ν=0,3. Діаграма деформування матеріалу 
наведена в табл. 1. 

 

Рис. 1 Схема пластини  
з тріщинами 

Дані для малоциклової втоми сталей 25Х1М1ФА (Р2МА), 20Х3М3ФА (ЭИ-415А), 
15Х1М1ФА [20] у вигляді спеціальних таблиць розміщені в програмному комплексі і можуть бути 
поповнені новими матеріалами. Дані для сталі Р2МА, які залежать від температури і амплітуди інтен-
сивності деформації, представлені в табл. 2. 

Таблиця 1. Діаграма деформування матеріалу 

σi, МПа 400 500 600 
εi, % 0,01730 0,04213 0,12600 

Таблиця 2. Кількість циклів до руйнування N(T, εia) 

Амплітуди інтенсивностей деформацій εia, % 
Т, °С 

0,0675 0,0712 0,081 0,09 0,108 0,135 0,18 0,32 9,0 
20 6·108 2·108 2·107 4·106 1·106 9·105 3·104 8000 1,50 

400 1·108 2·107 4·106 1·106 3·105 6,8·104 1,5·104 4500 1,25 
450 2·107 6·106 1·106 5·105 1·105 3·104 6500 2400 1,10 
500 3·106 1·106 3·105 1·105 2,5·104 8000 3600 1500 0,90 
550 1·106 2·105 4·104 2·104 8500 4500 2000 900 0,80 

Результати розрахункової оцінки розвитку тріщини при циклічному навантаженні 
Для отримання кількості циклів для конкретної температури використовується лінійна інтер-

поляція. Після цього здійснюється квадратична інтерполяція для кількості циклів залежно від амплі-
туди інтенсивності деформацій в логарифмічних координатах. 

Розв'язання пружно-пластичних задач методом скінченних елементів для випадків плоскої дефо-
рмації і плоского напруженого стану [21] дають амплітуди інтенсивності деформацій на шляху підрос-
тання тріщини, представлені в табл. 3. У першій колонці наведено аргументи xm (в см) епюр амплітуд ін-
тенсивності деформацій в центрах скінченних елементів, починаючи з вершини тріщини, а в наступних 
трьох колонках – амплітуда інтенсивності деформації (в %) для трьох початкових глибин тріщини для 
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випадку плоскої деформації, далі – аналогічні дані для плоского напруженого стану. Як видно із таблиці, 
при однакових напруженнях σz на краях пластини інтенсивність деформацій у випадку плоского напру-
женого стану значно більша за амплітуду інтенсивностей деформацій у випадку плоскої деформації. 

Кількість циклів навантаження N(l) залежно від глибини підростання тріщини від 4 до 12 мм у 
випадку плоскої деформації і плоского напруженого стану наведено в табл. 4, де ΔN(l) – кількість ци-
клів при зрушенні тріщини на величину 0,1 мм. 

Таблиця 3. Амплітуди інтенсивності деформацій у центрах скінченних елементів  
на шляху підростання тріщини 

Плоска деформація Плоский напружений стан 
xm, см 

lk=0,4 см lk=0,8 см lk=1,2 см lk=0,4 см lk=0,8 см lk=1,2 см 
0,00500 0,4717 0,7848 1,1165 1,0750 1,7150 2,3196 
0,01550 0,0788 0,1276 0,1930 0,5090 0,8373 1,1339 
0,02704 0,0632 0,0648 0,0968 0,3840 0,6543 0,8937 
0,03975 0,0643 0,0571 0,0641 0,2920 0,5117 0,7021 
0,05264 0,0623 0,0564 0,0573 0,2350 0,4237 0,5833 
0,06731 0,0668 0,0569 0,0499 0,1940 0,3561 0,4925 
0,08712 0,0707 0,0572 0,0477 0,1530 0,2946 0,4074 
0,13860 0,0617 0,0571 0,0460 0,1048 0,2394 0,3272 
0,15000 0,0577 0,0595 0,0477 0,0725 0,1868 0,2530 
0,19868 0,0530 0,0624 0,0556 0,0644 0,1193 0,1877 
0,26470 0,0510 0,0551 0,0657 0,0594 0,0684 0,1236 
0,35530 0,0516 0,0534 0,0641 0,0551 0,0686 0,0714 
0,45700 0,0531 0,0504 0,0576 0,0548 0,0746 0,0619 

Таблиця 4. Кількість циклів навантаження ΔN(l) при зрушенні тріщини на величину 0,1 мм і  
кількість циклів N(l) залежно від глибини підростання тріщини 

Плоска деформація Плоский напружений стан 
l, мм 

ΔN(l) N(l) ΔN(l) N(l) 
4 418,9 418,9 78,50 78,5 

4,5 355,1 2312 41,30 318 
5 305,5 3935 33,60 501 

5,5 265,2 5338 28,90 654 
6 232,0 6562 25,10 786 

6,5 204,5 7638 22,10 903 
7 181,5 8589 19,60 1006 

7,5 162,0 9437 17,50 1097 
8 145,3 10196 15,80 1179 

8,5 130,9 10878 14,30 1254 
9 118,5 11495 13,10 1322 

9,5 107,6 12054 12,00 1384 
10 98,1 12563 11,10 1441 

10,5 89,7 13028 10,30 1494 
11 82,3 13454 9,57 1543 

11,5 75,8 13920 8,93 1589 
12 69,9 14206 8,37 1632 

У випадку плоскої деформації у вершині тріщини напружено-деформований стан близький до 
всебічного розтягування (має місце шаровий тензор напружень значної величини). Тому інтенсив-
ність напружень помітно менша за величину розтягуючих напружень, і на кінетику тріщини поряд із 
деформаціями зсуву відчутно впливають деформації відриву. Таким чином, на руйнування матеріалу 
суттєво впливає вид напруженого стану. 

У пластині заданої товщини амплітуди інтенсивності деформації біля вершини тріщини при-
ймають максимальні значення на невеликій відстані від поверхні, але вони значно менші за значення 
при плоскому напруженому стані і дещо менші, ніж при плоскій деформації. 
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Кількість циклів навантаження N(l) залежно від підростання тріщини від 4 до 12 мм для плас-
тин товщиною h=2,8 мм і h=10 мм наведено в табл. 5. 

Таблиця 5. Кількість циклів навантаження N(l) залежно від підростання тріщини 

h=2,8 мм h=10 мм 
l, мм 

y=0,1 мм y=0,5 мм y=1,4 мм y=0,1 мм y=0,7 мм y=5 мм 
4 369 220 179 439 265 289 

4,5 1827 1015 900 2219 1267 1571 
5 3073 1672 1491 3776 2106 2675 

5,5 4126 2231 1981 5151 2833 3629 
6 5048 2709 2381 6381 3468 4457 

6,5 5852 3119 2706 7487 4029 5180 
7 6552 3472 2974 8490 4529 5812 

7,5 7166 3778 3198 9403 4977 6369 
8 7706 4045 3390 10238 5382 6860 

8,5 8184 4281 3557 11007 5750 7295 
9 8608 4489 3703 11717 6087 7682 

9,5 8987 4674 3833 12375 6396 8027 
10 9327 4840 3949 12988 6683 8335 

10,5 9632 4988 4054 13560 6949 8611 
11 9906 5122 4148 14095 7197 8857 

11,5 10151 5241 4234 14597 7428 9077 
12 10371 5349 4312 15070 7646 9274 

Висновки 
Із використанням концепції накопичення розсіяних пошкоджень у матеріалі виконано розрахун-

кову оцінку кінетики тріщини при віднульовому циклічному навантаженні розтягуючими напруженнями 
для пластини, з обох країв якої симетрично підростають тріщини. Амплітуди інтенсивностей деформа-
цій одержано у результаті розв'язання за допомогою розробленого на основі методу скінченних елемен-
тів програмного забезпечення пружно-пластичних задач для випадків плоскої деформації і плоского на-
пруженого стану. Залежно від глибини підростання тріщини визначено кількість циклів навантаження. 
Отримані результати показали, що на руйнування матеріалу суттєво впливає вид напруженого стану. 

Нерівномірний розподіл інтенсивності амплітуди деформації по товщині пластини поблизу 
вершини тріщини у випадку тривимірної задачі [22] не дозволяє коректно розглядати кінетику трі-
щини, оскільки її фронт біля серединної площини випереджає вихід на поверхню пластини. У той 
саме час тріщина в товстій пластині підростає повільніше, ніж у тонкій. 

Оцінка розвитку тріщин із використанням параметрів розсіяних пошкоджень матеріалу має 
суттєві переваги у випадку плоскої і осесиметричної задач, оскільки не накладає обмежень на вели-
чину пластичної зони і малу глибину тріщини. Крім того, після деяких удосконалень її можна буде 
використати і для розв’язання тривимірних задач термопластичності. 
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