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ХАОТИЧНА ДИНАМІКА 
КОНСОЛЬНИХ БАЛОК  
ІЗ ДИХАЮЧИМИ ТРІЩИНАМИ 

Отримано нелінійну динамічну систему зі скінчен-
ним числом ступенів свободи, яка описує вимушені 
коливання балки з двома дихаючими тріщинами. 
Тріщини розташовані на протилежних сторонах 
балки. Для виведення нелінійної динамічної системи 
застосовано метод Бубнова-Гальоркіна. Нескінчен-
ні послідовності біфуркацій подвоєння періоду ви-
кликають хаотичні коливання і спостерігаються 
при субгармонічному резонансі другого порядку. Для 
аналізу властивостей хаотичних коливань розрахо-
вано перерізи Пуанкаре і спектральні щільності. 
Крім того, показники Ляпунова розраховуються для 
підтвердження хаотичної поведінки. Як випливає з 
чисельного аналізу, хаотичні коливання виникають 
внаслідок нелінійної взаємодії між тріщинами. 
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Вступ 
Коливання валів і балок із тріщинами є серйозною проблемою для енергетики. Так, тріщини 

з’являються на лопатках компресора і валах турбін, унаслідок чого змінюються динамічні характерис-
тики конструкції. Коливання конструкцій з тріщинами переважно нелінійні [1]. Нелінійні коливання 
балок із тріщинами проаналізували Крістідес і Барр [2]. Вони вивели диференціальне рівняння коли-
вань балки в частинних похідних, використовуючи розширений варіаційний принцип Ху-Вашидзу. У 
свою чергу, Шен, П’єр [3] пропонують функції тріщини й зміщення для опису коливань балки з тріщи-
ною. Систему з одним ступенем свободи, що описує коливання балки з тріщиною, отримано з викорис-
танням теорії балки Крістідеса і Барра [4, 5]. Детальне виведення диференціального рівняння у частин-
них похідних, яке описує коливання балки з відкритою тріщиною, надано в роботі [6]. Нелінійні форми 
балки з тріщинами розглянуто Чаті, Рендом і Мукерджі [7], а Карнейро та Рібейро [8] – геометрично-
нелінійні коливання балки з дихаючою тріщиною. Тріщина описується дельта-функцією у виразі для 
жорсткості на згині в роботі [9]. Коливання балки з довільною кількістю тріщин вивчають Кадемі, Кар-
лі і Марлетта [10], а коливання балки з геометричною нелінійністю та відкритою тріщиною – Бікрі, Бе-
намаром і Беннуна [11]. У [12] виведено нелінійну динамічну систему для опису коливань ротора з трі-
щиною. Балку з кількома дихаючими тріщинами досліджують Сінха, Фрісвелл, Едвардс [13]. Власні 
частоти та власні форми балки з кількома відкритими тріщинами за допомогою моделі балки Ейлера-
Бернуллі аналізують Стахович і Кравчук [14]. Тріщина враховується додатковими граничними умова-
ми. Вимушені коливання балок із поперечною тріщиною досліджено Плахтієнко, Ясінським [15]. У ро-
боті [16] для аналізу вимушених коливань балки з дихаючою тріщиною запропоновано асимптотичну 
процедуру на основі методу багатьох масштабів, а в роботі [17] чисельно проаналізовано біфуркації 
періодичних коливань балки з двома тріщинами, розташованими з одного боку балки. Метод скінчен-
них елементів застосовано для розрахунку нелінійної динаміки балок із дихаючою тріщиною в роботах 
[18–21]. Комбінаційний резонанс нелінійних коливань балки розглядається в [22]. Застосування функції 
Мельникова для аналізу субгармонічних коливань балки вивчено в [23]. Згинально-згинально-
крутильні геометрично нелінійні коливання балок досліджено в [24]. 

У цій статті виведено модель нелінійних коливань балки з двома дихаючими тріщинами, роз-
ташованими на протилежних сторонах балки. Для опису дихання тріщин використовуються два кон-
тактні параметри. Виведено нелінійну динамічну систему зі скінченним числом ступенів свободи для 
опису коливань балки. Нелінійні коливання в області основного й субгармонічного резонансу друго-
го порядку аналізуються за допомогою продовження по параметру. Розглянуто властивості хаотич-
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них коливань. Як випливає з чисельного аналізу, хаотичні коливання виникають внаслідок нелінійної 
взаємодії між тріщинами. 

Постановка задачі й основні рівняння 
Розглянуто нелінійні згинальні коливання консо-

льної балки з двома дихаючими тріщинами. Балка має 
прямокутний переріз, а на її протилежних сторонах роз-
ташовані дві дихаючі тріщини (рис. 1). 

Кожну з тріщин можна відкрити або закрити. Як-
що тріщину розкрити, жорсткість змінюється. Для опису 
нелінійних коливань балки використовується математична 
модель, що враховує локальну зміну жорсткості поблизу 
тріщин. Тріщина описується дельта-функціями у виразі 
для жорсткості на згин, а коливання балки з дихаючими 
тріщинами – рівнянням у частинних похідних [17] 

 

Рис. 1. Консольна балка з двома тріщинами 
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; w – поперечне зміщення балки; m – маса одиниці довжини; E0I0 – жорсткість балки на 

згин без тріщин; p(x, t) – зовнішня поперечна сила на одиницю довжини; δ(x–xci) – дельта-функція; xci – 
поздовжня координата тріщини; γi – безрозмірний параметр інтенсивності пошкодження [25]; ki – пара-
метр контакту. Якщо тріщина розкрита, то ki=1, а якщо закрита, ki=0. 
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розташованої в точці (x=xci), набуває вигляду 
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Умова відкриття/закриття правої тріщини 
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Спостерігаються наступні чотири фази руху балки: 

– ліва тріщина закрита, а права розкрита (k1=0; k2=1); 

– ліва і права тріщини закриті (k1=k2=0); 

– ліва тріщина розкрита, а права закрита (k1=1; k2=0); 

– ліва і права тріщини розкриті (k1=k2=1). 

Метод Бубнова–Гальоркіна застосовано до рівняння (1) для виведення нелінійної динамічної 

системи зі скінченним числом ступенів свободи. У даному випадку поперечні переміщення балки на-

бувають вигляду 
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ліва тріщина закрита і права розкрита. 
У результаті використання методу Бубнова–Гальоркіна отримано нелінійну динамічну систе-

му зі скінченним числом ступенів свободи 
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q=(q1, …, qNc) – вектор узагальнених координат.  
Елементи матриці Rji(q) розраховуються так 
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Власні форми балки з двома закритими тріщинами беруть участь у співвідношеннях (3). У 
цьому випадку вони входять до рівняння (3) і задовольняють наступним умовам ортогональності: 

 ij
kk

i

L
j
kk

i
kk dWW

b

 )(

0

)()( 21

2121
;   k1=0, 1; k2=0, 1; i=1, …, Nc;   j=1, …, Nc, (4) 

де δij є символом Кронекера. Зауважимо, що умова ортогональності (4) задовольняє всі чотири розг-
лянуті вище фази рухів конструкції. 

Враховуючи внутрішнє тертя матеріалу балки, нелінійна система (2) набуває такого матрич-
ного вигляду: 
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Таким чином, рухи конструкції задовольняють звичайні диференціальні рівняння (5).  
Динамічну систему (5) перепишемо відносно таких безрозмірних змінних: 
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0,0  – перша власна частота балки без тріщин; 2d – висота поперечного перерізу балки (рис. 1). 

Динамічна система (5) відносно безрозмірних змінних і параметрів набуває вигляду: 
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Частотний відклик нелінійної системи (6) аналізується в подальшому. Чисельно оцінено стій-
кість і біфуркації періодичних коливань. Метод продовження по параметру використовується для роз-
рахунку частотних відкликів. Теоретичне обґрунтування цього методу викладено в роботах [26, 27].  

Систему рівнянь у варіаціях, яка виводиться із системи (6), отримано для аналізу стійкості й 
біфуркацій періодичних коливань [28]. Показники Ляпунова розраховуються з чисельних рішень ва-
ріаційних рівнянь. Стійкість і біфуркації періодичних рухів визначаються із розрахунків мультиплі-
каторів [28]. Результати чисельного моделювання стійкості й біфуркацій періодичних рухів розгля-
даються в наступному розділі. 

Чисельний аналіз нелінійних коливань балки  
Чисельно проаналізовано нелінійні коливання консольної балки з двома дихаючими тріщинами 

(рис. 1). Обрано наступні числові значення геометричних і фізичних параметрів балки: E=2,1×1011 Па; 
ρ=7800 кг/м3; Lb=0,117 м; xc=0,015 м; b=0,005 м; d=0,005 м; a=0,8·d. 

Вимушені коливання збуджуються періодичними рухами затиску 

tHtxp  sin),( 2 , 
де амплітуда періодичних рухів консольного затиску H=0,003·d. Дві тріщини мають поздовжні коор-
динати xc1=0,015 м; xc2=0,5·Lb. 

Проведено чисельний аналіз не-
лінійної динамічної системи (5). Чисе-
льно проаналізовано параметри періо-
дичних коливань як функції Ω. Для 
отримання цих функцій використову-
ється метод продовження по параметру 
[17, 26, 27]. Розраховано мультиплікато-
ри періодичних коливань [28] для аналі-
зу їх стійкості й біфуркацій. 

 
а      б 

Рис. 2. Частотний відклик консольної балки з двома тріщинами 
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Частотний відклик основного резонансу показано на рис. 2, а. 
Залежність амплітуди A1 коливань y1(τ) від частоти Ω зображено на 
рис. 2, а. Дві біфуркації подвоєння періоду PD1 і PD2 показані на 
рис. 2, а. У цих точках біфуркацій стійкі періодичні коливання ста-
ють нестійкими. На рис. 2, б надана частотна характеристика в ма-
лому масштабі. Стійкі й нестійкі коливання показані суцільною й 
пунктирною кривими відповідно. 

Ще одна біфуркація подвоєння періоду спостерігається на 
частоті Ω=1,75. Тоді коливання з періодом T1=2π/Ω втрачають стій-
кість і виникають коливання з періодом T=2T1. Ці коливання показа-
ні на рис. 3. 

 

Рис. 3. Частотний відклик 
субгармонічних  

коливань другого порядку 

Субгармонічні коливання другого порядку (рис. 3) зазнають біфуркацій подвоєння періоду, 
які позначаються PD3 і PD4. 

Проаналізовано усталені рухи між точками біфуркацій подвоєння періоду (рис. 2 і рис. 3). 
Проведено пряме чисельне інтегрування динамічної системи (5). Коливання системи розглядаються 
як перехідні процеси на інтервалі часу τ[0; 1000·T1]. Перерізи Пуанкаре [29] розраховані для аналізу 
сталих коливань. Після цього аналізується перетворення підпростору динамічної системи (6) в себе 
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, де Z – множина цілих чисел. Цей підпростір позначається так: 
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Переріз Пуанкаре визначає перетворення таким чином Σ→Σ. 

  
а      б 

  
в      г 

Рис. 4. Перерізи Пуанкаре хаотичних коливань  
при наступних значеннях частоти збурення:  

а – Ω=1,792; б – Ω=1,79225; в – Ω=1,7925; г – Ω=1,793 

 

Рис. 5. Хаотичні коливання y2(τ)  
на частоті навантаження Ω=1,792 

 

Рис. 6. Спектральні густини y2(τ) при 
частоті навантаження Ω=1,7925 
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Проаналізовані усталені коливання між біфуркаціями подвоєння періоду PD1 і PD2. Ці біфур-
кації призводять до нескінченної послідовності біфуркацій подвоєння періоду, унаслідок чого гене-
руються хаотичні коливання. На рис. 4 показано перерізи Пуанкаре хаотичних коливань на частотах: 
Ω=1,792; Ω=1,79225; Ω=1,7925; Ω=1,793. На рис. 5 зображені хаотичні коливання y2(τ) при Ω=1,792. 

Чисельно проаналізовано спектральні щільності хаотичних коливань. На рис. 6 показано спе-
ктральну густину при Ω=1,7925. Спектральні густини складаються з набору дискретних компонент, 
які при ω≈6 розмиваються, що підтверджує хаотичність режимів рухів. 

Для аналізу хаотичних рухів ро-
зраховано спектр показників Ляпунова 
λi; i=1, 2, … . Щоб обчислити ці значен-
ня, варіаційні рівняння розв’язуються 
чисельно й виконується ортогоналізація 
Грама-Шмідта. Ця процедура розрахун-
ку спектра Ляпунова добре відома [28]. 
На рис. 7 показано поведінку першого 
показника Ляпунова λ1 в часі при 
Ω=1,792. Як випливає з цього рисунка, 
перший показник Ляпунова має позити-
вне значення. Отже, рух системи при 
Ω=1,792 є хаотичним. 

Спектр Ляпунова розраховано 
для різних значень частот навантажен-
ня Ω. Перші чотири показники Ляпуно-
ва наведені в табл. 1. Таким чином, во-
ни додатні, що підтверджує хаотичність 
коливань. 

 

Рис. 7. Поведінка першого показника Ляпунова  
в часі при Ω=1,792 

Таблиця 1. Спектр Ляпунова 

Ω λ1 λ2 λ3 λ4 
1,79200 4,229×10-4 -3,107×10-3 -6,033×10-3 -8,688×10-3 
1,79225 4,201×10-4 -3,324×10-3 -5,999×10-3 -8,804×10-3 
1,79250 4,339×10-4 -4,142×10-3 -6,013×10-3 -9,720×10-3 
1,79300 4,126×10-4 -3,198×10-3 -5,989×10-3 -8,775×10-3 

 

Висновки 
Вимушені коливання балки з двома тріщинами, розташованими на протилежних сторонах ба-

лки, описуються нелінійною динамічною системою зі скінченними ступенями свободи. Ця нелінійна 
динамічна система отримана шляхом застосування методу Бубнова–Гальоркіна до нелінійного дифе-
ренціального рівняння руху системи в частинних похідних.  

Рухи балки складаються з наступних чотирьох фаз: ліва тріщина закрита, а права розкрита; 
ліва і права тріщини закриті; ліва тріщина розкрита, а права закрита; ліва і права тріщини розкрива-
ються. Протягом одного періоду коливань послідовно відбуваються чотири фази рухів системи. Не-
лінійні властивості системи реалізуються переходами між чотирма фазами. 

У цій балці з тріщинами зароджуються нескінченні послідовності біфуркацій подвоєння пері-
оду і хаотичні рухи. Послідовність біфуркацій подвоєння періоду й хаотичні рухи спостерігаються 
при субгармонічному резонансі. 

Фінансування 
Вищенаведені результати отримані за проєктом 2023.04/0001, що фінансується Національним 
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