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УДК 539.3 

ЗАДАЧА ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ ШАРУ  
З ЦИЛІНДРИЧНОЮ 
ПОРОЖНИНОЮ  
ЗА НАЯВНОСТІ 
ПЕРІОДИЧНИХ 
НАВАНТАЖЕНЬ  

В аерокосмічній галузі й машинобудуванні використовуються 
елементи, навантаження на які описується періодичними функці-
ями. У задачах для шару з циліндричними неоднорідностями вра-
хування таких навантажень є складним. З огляду на це існує необ-
хідність створити методику розрахунку напруженого стану для 
шару з циліндричною порожниною, за якою бралися до уваги й 
граничні умови у вигляді періодичної функції. У роботі запропоно-
вано розв’язання задачі теорії пружності для шару з циліндрич-
ною порожниною у рамках узагальненого методу Фур’є. На верх-
ній межі шару й на поверхні циліндричної порожнини задані на-
пруження, а на нижній межі шару – переміщення. Шар і цилінд-
рична порожнина розглядаються в різних системах координат (у 
декартовій та циліндричній). До рівнянь Ламе застосовуються 
функції перерозподілу узагальненого методу Фур’є. Задачу зведено 
до суми двох розв’язків – додаткової задачі й основної. Обидві 
задачі зведені до нескінченних систем лінійних алгебраїчних рів-
нянь, до яких допускається застосування методу редукції. Після 
знаходження невідомих у додатковій задачі обчислюється на-
пруження в місці геометричного розташування порожнини. Ос-
новна задача розв’язується для шару з порожниною, на якій зада-
ні зі зворотнім знаком напруження, отримані з додаткової зада-
чі. Повне рішення складається з додаткової та основної задач. 
Розрахувавши всі невідомі, можна отримати напружено-
деформований стан у будь-якій точці тіла із заданою точністю. 
Чисельний аналіз напруженого стану показав високу точність 
виконання граничних умов і залежність від періодичного наван-
таження. Так, напруження x та z на верхній межі шару мають 
екстремуми в місцях максимальних значень y і збільшуються їх 
від’ємні значення в місці розташування порожнини. Напруження 
x при цьому перевищують задані y. 

Ключові слова: періодичне навантаження, шар з циліндричною 
порожниною, рівняння Ламе, узагальнений метод Фур’є. 
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Вступ 
При проєктуванні різного роду технологічного обладнання в машинобудуванні, конструкцій в 

літальних апаратах, будівництві часто виникає необхідність врахування періодичного навантаження. 
Однак це пов’язано з низкою складнощів. Пояснюється сказане тим, що однією з основних рис цього 
виду навантаження є нескінченність, яка не може бути врахована програмними комплексами, засно-
ваними на методі скінчених елементів [1, 2]. 

Інша проблема – розрахунок елементів, що мають циліндричні неоднорідності. Цьому напряму 
досліджень приділено багато уваги. На цей час існує ряд класичних робіт, присвячених аналітичному й 
аналітико-чисельному розв’язку задач для півпростору і шару з циліндричною порожниною [3–5]. Од-
нак запропоновані класичні методи, засновані тільки на розкладу в ряд Фур’є, розглядають задачу або в 
плоскому вигляді, або з меншою трьох кількістю граничних умов. 

У низці робіт розглядаються задачі для шару з перпендикулярно розташованими до нього не-
однорідностями [6–11]. Так, науковці в роботах [6] і [7] вивчали шар, спрощуючи умови контакту на 
його верхній та нижній поверхнях. Однак такий підхід не дозволяє досліджувати шар із циліндрич-
ним включенням або порожниною, оскільки застосування інтегральних перетворень Лапласа і Фур'є 
призводить до формулювання математичного завдання, при вирішенні якої розв’язуються виключно 
задача дифракції хвиль і не враховується геометрія включення/порожнини. 

                                                      
Статтю ліцензовано на умовах Ліцензії Creative Commons «Attribution» («Атрибуція») 4.0 Міжнародна. 
 Т. М. Альошечкіна, Н. А. Українець, В. Ю. Мірошніков, 2025 
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Застосування генетичного алгоритму (GA), алгоритму гравітаційного пошуку (GSA) й алго-
ритму Bat (BA) для аналізу напружень перфорованої пластини, як це зроблено в роботі [8], забезпе-
чує лише наближене рішення. 

У роботі [9] розглянуто задачу кручення пружного півпростору, що містить вертикальну ци-
ліндричну порожнину й навантажений коаксіальним штампом. Для розв'язання цієї задачі автори ро-
зробили два оригінальні методи, які дозволяють звести її до звичайних інтегральних рівнянь другого 
роду. Незважаючи на новизну підходу, отриманий розв'язок має наближений характер і демонструє 
деякі відхилення від розв'язку, відомого як задача Рейснера-Сагоці. 

У роботі [10] запропоновано аналітичний метод розрахунку композитних ламінованих перфо-
рованих пластин, що базується на методі шарового збивання. Ефективність і точність цього методу 
підтверджена шляхом порівняння отриманих результатів із результатами скінченно-елементного ана-
лізу. Інша робота [11] присвячена дослідженню крутильних коливань плоского круглого штампа, 
який контактує з багатошаровою пружною основою, що містить вертикальну циліндричну порожни-
ну. Для розв'язання цієї задачі використано інтегральне перетворення Вебера й метод парних інтегра-
льних рівнянь. Важливо зазначити, що згадані методи [10, 11] не можуть бути застосовані для розв'я-
зання задач із неоднорідностями, що розташовані паралельно шарам. 

Для задач з поздовжньою циліндричною порожниною пропонується використати узагальне-
ний метод Фур’є [12]. Його ефективність доведена в роботах [13–15] для циліндра з циліндричними 
порожнинами або включеннями, в яких розв'язання представлено у вигляді суперпозиції базисних 
розв'язків рівняння Ламе для циліндричної геометрії, де кожна система координат пов'язана з цент-
ром відповідної граничної поверхні тіла. 

У роботі [16] представлено математичне обґрунтування формул переходу між декартовою й 
циліндричною системами координат у задачі для півпростору з циліндричною порожниною. 

Задача для шару з циліндричною порожниною в переміщеннях розв’язана в роботі [17], у на-
пруженнях – [18], змішаного типу – в [19]. Проте методи, запропоновані в роботах [17–19], можуть 
враховувати на границях тільки швидко спадаючі функції і не здатні враховувати нескінчені, такі як 
періодичні функції. Врахування періодичних переміщень у другій основній задачі (у переміщеннях) 
для шару з циліндричною порожниною запропоновано в роботі [20]. 

Метою даної роботи є: 
– створення методики розв’язання змішаної задачі теорії пружності, коли на верхній межі шару 

задана періодична функція напружень, на нижній межі шару – переміщення, на порожнині – напруження; 
– проаналізувати напружений стан шару. 

Постановка задачі 
Моделлю є шар із циліндричною порожниною 

(рис. 1). 
Шар розглядається в декартовій системі координат 

(x, y, z), порожнина – у циліндричній системі координат 
(ρ, φ, z), яка однаково орієнтована й поєднана з системою 
координат шару. Відстань від центру координат до верхньої 

межі шару h, до нижньої h
~

. Радіус порожнини R. 
На верхній межі шару задані напруження 

   zxFzxUF hhy ,, 0

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Рис. 1. Шар із циліндричною порожниною  
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– відомі функції. 
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Задані на верхній межі шару функції )(h
yx , )(h

y , )(h
yz  є періодичними вздовж осі x та швидко 

спадаючі вздовж осі z. Інші задані функції є швидко спадаючими до нуля вздовж осі z для порожни-
ни, а також по осі x і z для нижньої межі шару. 

Метод розв’язання 
Розв'язок рівняння Ламе   021 1   udivu


 представлений у вигляді суми розв’язків 

двох задач 10 UUU


 . 

Перша задача ( 0U


) – додаткова, введена для врахування заданої функції періодичних напру-
жень. У цьому випадку розглядається шар без циліндричної порожнини із заданими на верхній межі 
шару періодичними напруженнями, на нижній межі шару – нульовими переміщеннями. Розв’язок має 
такий вигляд: 
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 – базисні розв’язки рівняння Ламе для шару [12]: 
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орти декартової системи координат;  – коефіцієнт Пуассона. 
Для створення системи рівнянь у ліву частину (1) підставляємо відомі функції 
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Рівняння (4) спроектоване на осі координат (прирівняні проекції при базисних векторах 
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де j = 1, 2, 3; A1…6, 1…6 – алгебраїчне доповнення системи рівнянь; D – визначник системи рівнянь. 
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Після визначення невідомих    0
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,
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nkH , знаходимо  напруження в місці геометрично-

го розташування порожнини. Для цього застосовуємо формули переходу від базисних розв’язків ша-

ру (  
ku


 та  
ku


) до внутрішніх базисних розв’язків циліндру ( mkR ,


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Методика розв’язання цієї основної задачі співпадає з [12]. 

Після знаходження всіх невідомих для 0U


 і 1U


, застосовуючи формули переходу базисних 
розв’язків між декартовою і циліндричною системами координат, можна отримати напружено-
деформований стан у будь-якій точці шару. 
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Чисельні дослідження напруженого стану 
Пружний ізотропний шар має циліндричну порожнину радіусом R=10 мм (рис. 1). Фізичні 

характеристики шару: алюмінієвий сплав Д16Т, коефіцієнт Пуассона 0=0,3, модуль пружності 

E0=7,1×104 МПа. Геометричні параметри моделі: h= h
~

=16 мм. 
На верхній межі шару вздовж осі x задана періодична функція напружень у вигляді трикутни-

ків вздовж осі x і хвилі вздовж осі z 
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Нескінченна система рівнянь була зведена до скінченної по параметру m=6 і n=35. Точність 
виконання граничних умов за вказаних значень геометричних параметрів 10-4 для значень, які дорів-
нюють нулю. 

На рис. 2 представлені напруження x та z на верхній межі шару, які виникають під дією за-
даної на цій поверхні періодичної функції y. 

Від заданого періодичного навантаження на верхній межі в області циліндричної порожнини 
виникають стискаючі напруження x та z (рис. 2). Напруження x мають максимальне значення 
x,max= –1,1689 МПа при x=0, що перевищує задані y=1 МПа. Це зумовлено зосередженням у зоні цилі-
ндричної порожнини трьох трикутних навантажень із періодичної функції.  

На рис. 2 видно, що від’ємні значення напруження x та z в області порожнини значно збіль-
шуються. 

Напруження x і z мають екстремуми в місцях максимальних значень y (рис. 2). При y=0, 
напруження x отримують додатні значення. 

На рис. 3 представлені напруження x та z при x=0 на верхній межі шару вздовж осі z. 
При z=0 напруження x набувають максимального значення (рис. 3), що співпадає з рис. 2. 

Незалежно від z ці напруження постійно стискаючі. 
Напруження z, крім від’ємних значень у зоні максимального навантаження мають додатні 

значення в зоні затухання y. Різниця функцій по осі x і по осі z також впливає на різницю максима-
льних значень напружень x і z (рис. 3). 

На рис. 4 представлені напруження  і z на поверхні циліндричної порожнини при z=0. 
На поверхні циліндричної порожнини напруження  отримують максимальні значення під 

кутами =0,585 і =2,55,  max=0,49727 МПа (рис. 4). При =/2 напруження  мають додатні, але 
мінімальні значення. 

Напруження z на поверхні циліндричної порожнини отримують максимальні значення при 
=/2 (рис. 4). 

Напруження ,  і z на перешийку між циліндричною порожниною і верхньою межею ша-
ру представлені на рис. 5. 

При y=10 напруження =0,00003, при y=16 напруження =0,99995 (рис. 5), що відповідає 
заданому і співпадає з напруженнями y з точністю 10-4. 

Напруження  і z мають екстремальні значення при y=10 та y=16 (рис. 5), що співпадає із 
значеннями на рис. 3 та рис. 4.  

Розподіл напружень ,  та z вдовж перешийку має нелінійний характер. 
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Рис. 2. Напруження x та z на верхній межі шару 
вздовж осі x 
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Рис. 3. Напруження x та z на верхній межі шару 
вздовж осі z 
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Рис. 4. Напруження  та z на поверхні 
циліндричної порожнини 
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Рис. 5. Напруження ,  і z від поверхні 
порожнини до верхньої межі шару вздовж осі y 

Висновки 
Запропоновано методику врахування періодичних навантажень у змішаній задачі теорії пру-

жності для шару з циліндричною порожниною в рамках узагальненого методу Фур’є. Наведена дода-
ткова задача дає можливість замість інтегрування заданої функції розкладати її в ряд Фур’є. 

Знайдено напружений стан для шару з циліндричною порожниною при заданих на верхній 
межі шару напруженнях (періодична функція), на нижній межі – переміщеннях, на поверхні порож-
нини – напруженнях. 

Аналіз напруженого стану показав залежність його від періодичного навантаження. Так, на-
пруження x та z на верхній межі шару мають екстремуми в місцях максимальних значень y, а їх 
від’ємні значення збільшуються в місці розташування порожнини. Напруження x при цьому пере-
вищують задані y. 

Задачу зведено до суми двох розв’язків – додаткової задачі й основної. Обидві задачі зведені 
до нескінченних систем лінійних алгебраїчних рівнянь, що допускає застосування до них методу ре-
дукції. Базисні розв’язки в різних системах координат поєднані за допомогою аналітико-числового 
узагальненого методу Фур’є. Це дозволило отримати розв’язок задачі із заданою точністю. 

Запропонований метод розв’язання дає можливість отримувати результати напружено-
деформованого стану для конструкцій літальних апаратів, будівельних конструкцій, технологічних 
машинобудівних ліній, навантаження на які задані періодичними функціями.  

У подальшому (з метою розвитку означеної теми досліджень) необхідно розглянути моделі з 
циліндричними включеннями, а також із декількома циліндричними порожнинами. 
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