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УДК 539.3 

ПЕРША  
ОСНОВНА ЗАДАЧА  
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ  
ДЛЯ ШАРУ  
З ЦИЛІНДРИЧНИМИ 
ПОРОЖНИНАМИ Й 
ГЛАДКО 
КОНТАКТУЮЧОГО  
З ДВОМА 
ЦИЛІНДРИЧНИМИ 
ВТУЛКАМИ  

Розв’язана просторова задача теорії пружності для шару з n поздовжніми 
циліндричними порожнинами, дві з яких містять товстостінні труби, гладко 
контактуючі з шаром. На поверхнях шару, внутрішніх поверхнях труб і поро-
жнинах задані напруження. Усі канонічні поверхні між собою не перетина-
ються. Матеріал шару й циліндричних труб однорідний та ізотропний. Запро-
поновано аналітико-числову методику розрахунку, яка передбачає виконання 
умов статики (для першої основної задачі теорії пружності) та базується на 
рівнянні Ламе. Базисні розв’язки рівняння Ламе беруться у формі, що дає мо-
жливість у кожній окремій системі координат отримати точний розв’язок 
для певної граничної поверхні. Базисні розв’язки в цих системах координат (для 
шару – декартова, для циліндричних неоднорідностей – локальні циліндричні) 
пов’язані між собою математичним апаратом узагальненого методу Фур’є. 
Виконання граничних умов на верхній та нижній поверхнях шару, на внутріш-
ніх поверхнях труб, на циліндричних порожнинах, а також врахування умов 
спряження створюють нескінчену систему інтегро-алгебраїчних рівнянь, яка 
зведена до нескінченої лінійної. У чисельному дослідженні до отриманої не-
скінченої лінійної алгебраїчної системи рівнянь застосовується метод редук-
ції. Розв’язання системи рівнянь дає значення невідомих функцій. Чисельні роз-
рахунки показали швидку збіжність наближених розв’язків до точного. Прове-
дений чисельний аналіз напруженого стану шару і товстостінних труб пока-
зав, що застосування поліамідних втулок, в порівнянні з їх відсутністю, майже 
не впливає на напружено-деформований стан конструкції, застосування ста-
льних втулок зменшує напруження в середині шару в областях їх розташуван-
ня, перерозподіляючи напруження на самі втулки. Запропонований метод 
розв’язання дає можливість отримувати напружено-деформований стан кон-
струкцій, що містять циліндричні порожнини і втулки, а проведений чисель-
ний аналіз дозволяє оцінити вплив матеріалу на величини розподілення напру-
жень у конструкціях машин і механізмів на етапі проєктування. 
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Вступ 
Втулки є важливими компонентами в машино- й авіабудуванні, вони використовуються для зме-

ншення тертя між рухомими частинами, забезпечують стабільність і вирівнювання, допомагають запобі-
гти зносу й пошкодженню критично важливих компонентів конструкцій. Втулки використовуються в 
шарнірних з’єднаннях поверхонь керування для забезпечення плавного й контрольованого руху, для 
кріплення двигуна до планера літака, зменшуючи вібрацію та передаючи навантаження, встановлюються 
в місцях з’єднання тяг і важелів, що передають зусилля від органів керування до поверхонь керування.  

Також вони застосовують для посилення деталей з отворами. Це особливо актуально в тих 
випадках, коли деталь піддається значним навантаженням, а отвір послаблює її конструкцію. Втулка, 
встановлена в отвір, розподіляє навантаження на більшу площу, зменшуючи концентрацію напру-
жень навколо отвору. У деяких випадках втулки встановлюють для забезпечення більш точної посад-
ки з’єднувальних деталей в отвори. Це важливо в механізмах, де потрібна висока точність позиціону-
вання. Втулки також використовують для ремонту пошкоджених або зношених отворів. 

У машино- й авіабудуванні використовуються високоміцні й зносостійкі матеріали для виго-
товлення втулок, здатні витримувати екстремальні умови експлуатації, включаючи високі й низькі 
температури, значні навантаження й вібрацію, а також здатні знизити рівень шуму й підвищити ком-
форт. До основних матеріалів належать: сталь, бронза, алюміній, тефлон, поліамід та інші полімери. 

Моделі ряду конструкцій можуть бути представлені у вигляді шару з циліндричними трубами 
й порожнинами. Під час проєктування таких конструкцій потрібно мати розподіл напружень в їх ок-
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ремих частинах. Проте розрахункові моделі подібних з’єднань часто виявляються складними і не мо-
жуть бути розраховані класичними аналітичними методами [1–3], які розглядають задачу або в плос-
кому формулюванні, або з кількістю граничних умов, не більше трьох. 

Інший підхід, який часто застосовують до розрахунку даних конструкцій, – це чисельні мето-
ди: метод скінчених елементів [4–6], метод граничних елементів [7], метод скінченних різниць [8]. 
Однак вони наближені і мають ряд відомих недоліків: неможливість врахування нескінчених елемен-
тів, похибки апроксимації, проблеми збіжності й стійкості розрахунку, значні обчислювальні ресур-
си, неможливість отримати аналітичний вираз, який описував би залежність розв’язку від параметрів 
задачі, чутливість до вибору початкових умов. Також важливо мати теоретичне розуміння задачі або 
результати натурних випробувань [9, 10], щоб інтерпретувати чисельні результати. 

Аналітико-числові методи є гібридними підходами для розв’язання задач і включають як ана-
літичні (точні), так і числові (наближені) методи. Ці методи часто використовуються для отримання 
більш точних результатів у складних задачах, де суто аналітичний або суто числовий підхід може бу-
ти неефективним або занадто складним. 

Прикладом гібридного підходу є робота [11], де експериментально визначено зміщення для 
розрахунку композитних пластин під ударним навантаженням, після чого параметри вектора перемі-
щення для кожного шару розкладаються у степеневий ряд по поперечній координаті. Проте такий 
підхід не може враховувати поздовжніх циліндричних неоднорідностей. 

Розв’язок задачі про шар із перпендикулярно розташованою циліндричною порожниною, 
представлений у роботах [12, 13], базується на інтегральних перетвореннях Лапласа і скінченних пе-
ретвореннях Фур'є. Однак цей метод не дозволяє аналізувати системи з більш ніж однією циліндрич-
ною порожниною. 

У роботі [14] для оптимізації теплових напружень у композитних пластинах із некруглими 
отворами використано метаевристичні алгоритми й аналітичні методи, але цей метод не може працю-
вати з більш ніж однією циліндричною порожниною. 

Розрахунок шару з декількома циліндричними неоднорідностями, розташованими паралельно 
його межам, ефективно здійснюється за допомогою аналітико-числового узагальненого методу Фур'є  
[15], що ґрунтується на комбінації базисних розв’язків рівняння Ламе в різних системах координат. 
Він уже застосовувався для розв’язання задач для циліндра з циліндричними порожнинами [16, 17] і 
включеннями [18]. У роботі [19] представлено обґрунтування формул переходу між декартовою й 
циліндричною системами координат на прикладі півпростору з циліндричною порожниною. 

Задачі для шару з однією циліндричною порожниною за допомогою узагальненого методу 
Фур’є в переміщеннях розв’язані у [20], у напруженнях – [21], або розглянуті як мішані задачі [22]. 
Задачі для шару з однією трубою розв’язані в роботах [23, 24]. Однак методи, що використовуються у 
[20–24], не дозволяють розв’язати задачу для декількох циліндричних неоднорідностей. 

У роботі [25] метод розвинуто і розв’язано задачу для шару з двома циліндричними порожни-
нами, а у [26] – із двома циліндричними трубами при мішаних граничних умовах. У роботі [27] запро-
поновано розв’язок першої основної задачі теорії пружності для шару з двома циліндричними трубами. 
Проте представлений у [26, 27] підхід не дозволяє врахувати додаткових циліндричних порожнин. 

З огляду на сказане пошук методів розв’язання задач для шару з циліндричними втулками і 
циліндричними порожнинами є актуальним. 

Метою даної роботи є: 
– створення методики розв’язання першої основної задачі теорії пружності (у напруженнях) 

для шару, гладко контактуючого з двома поздовжніми циліндричними трубами й послабленого n ци-
ліндричними порожнинами; 

– визначення напруженого стану шару з однією циліндричною порожниною і двома товстос-
тінними трубами при збалансованому навантаженні; 

– визначення впливу наявності циліндричних втулок на напружено деформований стан шару 
шляхом проведення порівняльного аналізу з варіантом, коли замість товстостінних труб розташовані 
порожнини [28]. 
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Постановка задачі 
Досліджувана модель складається з шару, в якому 

паралельно до його меж розташовані дві товстостінні ци-
ліндричні труби й n циліндричних порожнин (рис. 1). 
Труби й порожнини розглядаються в локальних цилінд-
ричних координатах ρp, φp, z, де p=1 позначає першу тру-
бу, p=2 – другу трубу, p=3…n+2 – порожнину з номером 
p – 2. Шар розглядається в декартові системі координатах 
(x, y, z), яка збігається з системою координат першої тру-
би (p=1). Зовнішні радіуси труб і порожнин позначено Rp. 
Внутрішні радіуси труб – rp. Відстань від центру декарто-

вої системи координат до меж шару y=h та y= - h
~

. 

 

Рис. 1. Шар із двома циліндричними 
товстостінними трубами  

й циліндричними порожнинами 
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Шар поєднаний з кожною трубою умовами спряження 
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де ),(,0 zU p  – нормальні переміщення для шару; 0 – дотичні напруження для шару; ),(, zU pp   – 

нормальні переміщення для труб; τp – дотичні напруження для труб. 
При цьому, виходячи з умов статики, повинні виконуватися рівняння рівноваги 
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Усі задані функції будемо вважати спадаючими на нескінченності. 
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Методика розв’язання 
Розв’язок рівнянь Ламе шукаємо у вигляді 
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де  – коефіцієнт Пуассона; Im(x), Km(x) – модифіковані функції Бесселя. 
Для запису рівнянь (5) та (6) в одній системі координат, застосовані формули переходу між 

базисними розв’язками рівняння Ламе [11]: 

– від зовнішніх розв’язків для циліндра mkS ,
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 – орти в циліндричній системі координат; 
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– від розв’язків для циліндра з номером p до розв’язків для циліндра з номером q  
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де αpq – кут між віссю xp та відрізком qp ;    xKxsignxK m
m

m  )()(
~

. 

Задовольняючи граничним умовам, сформована система інтегро-алгебраїчних рівнянь для 
пошуку невідомих функцій (5) та (6). Враховуючи громіздкість вказаної системи [29], у даній роботі 
вона опущена. 

Перші шість рівнянь виведено шляхом застосування граничних умов до плоских поверхонь 
шару (1). Для цього оператор напружень застосовано до функцій (5), а подвійний інтеграл Фур'є – до 
рівняння (1), після чого отримані вирази прирівняли. Базисні розв’язки mkS ,


, задані в циліндричній 

системі координат, були перетворені в декартову систему 
ku


 за допомогою формул переходу (7).  
Шість додаткових рівнянь виникають при застосуванні граничних умов до внутрішніх повер-

хонь труб (2). Для цього оператор напружень застосовується до функцій (6), а отримані вирази прирів-
нюються до функцій (2), до яких попередньо застосовано інтеграл Фур'є по осі z і ряд Фур'є по куту . 

По три рівняння граничних умов записані для кожної поверхні порожнини: до функцій (5) за-
стосовано оператор напружень, а до (3) – інтеграл і ряд Фур’є, після цього вони прирівняні один до 
одного. Базисні розв’язки 

ku


 з декартової системи координат, за допомогою формул переходу (8), 

переписані через mkR ,


 в циліндричну. 

Додаткові 12 рівнянь виникають з умов спряження між шаром і кожною з двох труб. Для засто-
сування цих умов базисні розв'язки 

ku


, задані в декартовій системі координат, перетворюються в розв'-

язки mkR ,


 локальних циліндричних систем за допомогою функцій переходу (8). Також використову-

ються формули переходу (9) для базисних розв'язків між різними локальними циліндричними система-
ми координат. 

Використовуючи перші шість рівнянь, ми  ,kH  та  ,
~

kH  виразили через    p
mkB ,  і підста-

вили їх в інші рівняння. Після спрощення виразів, позбувшись рядів й інтегралів (що тепер є однакови-
ми в правій та лівій частинах кожного рівняння), ми отримали нескінченну систему з (12+n3) лінійних 
алгебраїчних рівнянь другого роду, яку розв'язали методом редукції. У результаті були знайдені неві-
домі    p

mkB , ,    1
,mkA ,    1

,

~
mkA ,    2

,mkA ,    2
,

~
mkA . Далі, підставивши отримані значення    p

mkB ,  у вирази 

для  ,kH  та  ,
~

kH , ми визначили всі невідомі задачі. 

Чисельні дослідження напруженого стану 
Чисельно задача розв’язана для шару з двома ци-

ліндричними трубами й однією циліндричною порожни-
ною при заданому врівноваженому навантаженні (рис. 2). 

Геометричні параметри: труби й циліндрична по-
рожнина розташовані на одній горизонтальній осі (α12=0, 
α13=0), відстань між трубами ℓ12=100 мм, відстань до ци-
ліндричної порожнини L13=50 мм, зовнішній радіус труб і 
циліндричної порожнини R1=R2=R3=15 мм, внутрішній 
r1=r2=10 мм, відстані до верхньої та нижньої меж шару 
h= h

~
=25 мм. 

 
Рис. 2. Розрахункова модель конструкції  

з втулками 
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Фізичні характеристики шару: алюмінієвий сплав Д16Т, коефіцієнт Пуассона 0=0,3, модуль 
пружності E0=7,1×104 МПа. Фізичні характеристики труб розраховувалися у двох варіантах: сталь 
ШХ15 (коефіцієнт Пуассона 1=2=0,28, модуль пружності E1=E2=2,16×105 МПа) і поліамід 
(1=2=0,4, модуль пружності E1=E2=1,65×103 МПа). Напруження, для порівняння, також були отри-
мані для шару із трьома циліндричними порожнинами (без втулок) [28]. 

Задані напруження: 
– на верхній межі шару 
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– на нижній межі шару  
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Нульові напруження задані: 

– на внутрішніх поверхнях труб 0),( )()()(  
p
z

p
p

p ez


, p=1, 2; 

– на поверхні порожнини 0)3()3()3(   z . 

Нескінчена система була зрізана по параметру m=6 (кількість членів ряду Фур’є і порядок си-
стеми рівнянь).  

Точність виконання граничних умов при зазначених m і заданих геометричних параметрах 
становить не менше ніж 10-4 при значеннях від 0 до 1. 

На рис. 3 представлені напруження  на внутрішніх і зовнішніх поверхнях труби p=1 при z=0. 
Напруження  на поверхні труби p=2 є дзеркальними. 

Напруження  в середині втулок значно залежать від матеріалу цих втулок (рис. 3). Якщо 
втулки виготовлені з поліаміду, напруження  в них майже дорівнюють нулю. 

При виконанні втулок зі сталі напруження  не дорівнюють нулю, а максимальні значення 
виникають на внутрішній поверхні цієї втулки (рис. 3, лінія 1). 

Внутрішня й зовнішня поверхні втулок мають різні за знаком значення напружень  (рис. 3, 
лінії 1, 2). Це означає, що втулка (по товщині полки) працює на згин. 

На рис. 4 представлені напруження  в середині шару на поверхнях циліндричних отворів 
при z=0. 

Напруження  в середині шару на поверхні циліндричної порожнини p=3 (рис. 4, лінія 1) не 
залежать від матеріалу втулок: σφ

(сталь)=σφ
(поліамід)=σφ

(порожнина). 
Напруження  на поверхні отвору p=1 залежать від матеріалу втулки. Якщо втулка виконана з 

поліаміду, то напруження  на поверхні отвору p=1 дорівнюють напруженням  без втулок (рис. 4, 
лінія 3). Якщо втулка виконана зі сталі, то напруження  на поверхні отвору p=1 (рис. 4, лінія 2) майже 
у два рази менші за напруження  з втулкою з поліаміду. 
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Рис. 3. Напруження  на поверхнях труб: 
1 – труба (сталь), =r1; 2 – труба (сталь), =R1 ;  

3 – труба (поліамід), =R1 
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Рис. 4. Напруження  в середині шару  
на поверхнях отворів: 

1 – порожнина p=3; 2 – отвір p=1, сталь;  
3 – отвір p=1, поліамід 
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На рис. 5 представлені напруження z в середині шару на поверхнях циліндричних отворів 
при z=0. 

Напруження z в середині шару на поверхні циліндричної порожнини p=3 (рис. 5, лінія 1) не 
залежать від матеріалу втулок: σz

(сталь)=σz
(поліамід)=σz

(порожнина).  
Якщо втулка виготовлена з поліаміду, то напруження z на поверхні отвору p=1 (рис. 5, лі-

нія 3) мало відрізняються від напруження z без втулки (рис. 5, лінія 4) і більше ніж вдвічі переви-
щують напруження z, якщо втулка виконана зі сталі (рис. 5, лінія 2). 

На рис. 6 подані напруження x на верхній та нижній поверхнях шару вздовж осі x при z=0. 
Напруження x вздовж осі x на верхній межі шару майже не залежать від матеріалу втулки 

або її відсутності (рис. 6, лінія 1). Максимальні значення на цій поверхні виникають над циліндрич-
ною порожниною (p=3) і перевищують задані нормальні напруження y. 

На нижній межі шару напруження x вздовж осі x залежно від матеріалу втулок змінюються в 
області цих неоднорідностей (рис. 6, лінії 2, 3). 

Напруження x вздовж осі x на нижній межі шару, при відсутності втулок, дорівнюють на-
пруженням x, коли матеріал втулок поліамід (рис. 6, лінія 3). 
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Рис. 5. Напруження z в середині шару на поверхнях 

отворів: 
1 – порожнина p=3; 2 – отвір p=1, сталь;  

3 – отвір p=1, поліамід; 4 – отвір p=1, порожнина 
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Рис. 6. Напруження x на плоских поверхнях шару: 

1 – на верхній межі (y=h);  
2 – на нижній межі (y= - h

~
), втулка зі сталі;  

3 – на нижній межі (y= - h
~

), втулка зі поліаміду 

Висновки 
1. Запропоновано аналітико-числовий підхід до розв’язання першої основної просторової за-

дачі теорії пружності для шару, гладко контактуючого з двома поздовжніми циліндричними трубами 
й послабленого n циліндричними порожнинами.  

2. Задачу зведено до нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь другого роду, що дало 
змогу застосувати метод редукції. Використання аналітико-числового узагальненого методу Фур'є за-
безпечило отримання розв’язку з необхідною точністю. 

3. Чисельно визначений напружений стан шару з однією циліндричною порожниною і двома 
товстостінними трубами при збалансованому навантаженні. 

4. Проведений порівняльний аналіз напруженого стану шару з варіантом, коли замість товсто-
стінних труб розташовані порожнини [28]. 

5. Проведений чисельний аналіз напруженого стану шару й товстостінних труб при збалансо-
ваному навантаженні показав, що застосування: 

– поліамідних втулок, у порівнянні з їх відсутністю, майже не впливає на напружено-
деформований стан конструкції; 

– стальних втулок зменшує напруження в середині шару в областях їх розташування, пере-
розподіляючи напруження на самі втулки. 

Запропонований метод розв’язання дає можливість отримувати напружено-деформований 
стан конструкцій, що містять циліндричні порожнини і втулки.  

Проведений чисельний аналіз дозволяє оцінити вплив матеріалу на величини розподілення 
напружень у конструкціях машин і механізмів на етапі проєктування.  

У подальшому розвитку означеної теми досліджень необхідно розглянути моделі з іншими гра-
ничними умовами. Одним із таких варіантів є врахування жорсткого з’єднання між шаром і трубами. 
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